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4. a) mosogép, b) asztali furégép (mas példa is elfogadhato, de ketténél tobbet nem
vesziink figyelembe)

5. a) motor, b) ékszij, ¢) motor, d) furd, e) fogaskerék, f) fure

6. Egyenetlen megterhelésnél megcsuszhat, ezért nem torik 6ssze a gép

7. Nem csuszik meg, ezért egyenetlen terhelésnél a fogak letorhetnek

8. Parhuzamos

9. a) 40, b) ellentétes az A kerék forgasiranyaval

10. a) n, a hajté kerék fordulatszama, b) n, a hajtott kerék fordulatszama, c) d, a hajté
kerék atmérdje, d., d, a hajtott kerék atmérdje

11. a) a szijat keresztezéssel kell berajzolni, b) a forgasiranyt ellentétesen kell beraj-
zolni

12. Egy-egy vizszintes sor csak mindegyik x beirasa esetén fogadhato el.

dorzshaj- Ty fogaske- ; ;
ths szijhajtas rék lanckerek
a.) alakzaras X X
k6zI6ma
b. ) megcsusz-
hat X X
c.) fogak nagy-
saga megegye- X X
zik

Szorgalmi feladat:

a) fogasléc + fogaskerék (Egyik megnevezés is elegendd)

b) Emelésnél, kormanyzasnal nem szabad a keréknek, a tehernek megcsusznia, mert
az balesetet okozhat.
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VESZTROCZY LASZLO

A pitagoraszi szamharmasok
altalanositasai

A kozismert pitagoraszi szamharmasok olyan pozitiv egész szamokbol allé szamhar-
masok, amelyek a Pitagorasz-tétel algebrai alakjat, vagyis az a’ + b° = c* egyenletet ki-
elégitik. Ismeretes, hogy az 6sszes pitagoraszi szamharmas eléallithaté az

a=p°-q° b=2pq,c=p°+q°(p>q;pqe N)
képletekkel. Hogy ezek a képletek valéban pitagoraszi szamharmasokat szolgaltatnak,
azta (p®—q°)°+ (2pq)° = (p* + q°)° (1) azonosséag vilagosan mutatja. Figyeljik meg ennek
szerkezetét, alapelvét, mert az altalanositasokban ez a motivum tobbszorésen el6 fog
fordulni.
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. Az egyik fajta altaldnositast jelentik azok a szam-n-esek, amelyek a Pitagorasz-tétel
(n-1)-dimenzi6s 4ltaldnositasat elégitik ki (n > 3; n € N). (Lasd Fitos Ldszlo: Pitagoraszi
szamnégyesek és szam-n-esek, A Matematika Tanitasa, 1983. évi 5. szam) Példaul a
pitagoraszi szamnégyeseket elallité képletek, amelyek az a* + b* + c? = d? egyenletet
elégitik ki:a=p?—q?—r3, b=2pq,c=2pr,d=p* + q?+rP(p*> g°+r5p,q,r € N)

Ellendrzésként gyézédjink meg réla, hogy (p? — q* — ) + (2pq)* + (2pr)* = (p* + q* +
) (2)

Vagy:a=p*+q*—r3,b=2pr,c=2qr,d=p*+q°+r* (p*+q>>r’ ésp, g, re N) hiszen
(p? + @2 — r?)? + (2pr)? + (2qr)* = (p* + §° + r°)* (3) is azonossag.

II. Egy méasik fajta altalanositast jelentenek azok az a,, a,,..., a, pozitiv egész szamokbodl
4ll6 szam-n-esek, amelyekbdl az elsd k darab szam négyzetének 6sszege egyenld a tob-
bi n-k darab szam négyzetének osszegével, azaz

al+a3+..+at=ak +... +al k<n  (k,ne N) (4)
Ennek elsé specialis eseteként az
al+at=aj+ a3 (5)

diofantikus egyenletet oldjuk meg. A megoldas érdekessége, hogy nem szamelméleti,
hanem koordinatageometriai modszert fogunk alkalmazni.
Egyszerliség kedvéért irjuk at (5)-6t az

a’+b?=c*+ (6)

alakba! Ha ezt az egyenletet d*tel elosztjuk és az
Bl il geSez

di S dias e d

helyettesitéseket elvégezzik, akkor az

Xe -ty =z4=i1 (7)

egyenlethez jutunk, amely egy egyképeny hiperboloid egyenlete. Mivel pedig a, b, c,
d pozitiv egész szamok, azért x, y, z pozitiv racionalis szamok. A feladatunk tehat az,
hogy meghatarozzuk az 6sszes olyan x, y, z pozitiv racionalis szamharmast, amely (7)-et
kielégiti, mas széval meg kell keresniink a (7) egyenletd hiperboloid minden olyan pontjat,
amelynek mind a harom koordinataja pozitiv racionalis szam.

Ezek a pontok a felllet elsé térnyolcadban levé részén vannak és kénnyen kimetsz-
het6k olyan egyenesekkel, amelyek a feliilet torokgorbéjének Py(-1; 0; 0) pontjan mennek
at. A P, pontra illeszkedé, v (p; g; r) iranyvektoru egyenes egyenletrendszere:

X+1 z

o e

amelyben p, q, r szamértékét az adott feltételeknek megfeleléen kell majd megvalasz-
tani.

A keresett metszéspontok koordinatainak kiszamitasa céljabél meg kell oldanunk a (7)
és (8) alatti egyenletekbdl all6 egyenletrendszert. (8)-bol

X= % -1 és y= —qr%

és ezeket a kifejezéseket (7)-be helyettesitve:
2,2 2,2

Pz _2pz qZz 22=0,
r r r

azaz z(p°z — 2pr + @’z —r’z) = 0 (10)
Innen z-re két énték adodik. Az egyik, a z=0 el6re ismert volt, hiszen az a metszd egye-
nes rogzitett P, pontjanak a z koordinataja. A (10) alatti egyenlet masik gyoke:

o 2pr

T pr+qi-r
és az ehhez tartozé masik két ismeretlen (9) alapjan:
emens2lile, o0 D o Guinbiooy 29

i i R es Y="2 "

p’+q*-r p’+q’-r p’+q*-r

Végll visszahelyettesitve x, y, z helyébe az
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anlasbreyne

d'iasdest d

torteket, megkapjuk a (G) alam egyenlet megoldasat, a keresett a, b,cd szamnegyes
altalanoskepletert a=p°-q’+r b=2pq,c=2pr,d=p°+q°—r*(11) (P°+ r’>q° p* +
g>>r;p,q,re N)

Tehat ha p, g, r olyan természetes szamok, hogy p® + r* >g° és p> + g°> I, akkor a, b,
¢, d-re pozitiv egész szamokat kapunk.

o Ellendrzésiil meggyézédhetiink réla, hogy (p° — q° + )* + (2pq)° = (2pr)° + (p* + q° —
)" (12)

Megjegyzések

1. Trivialis esethez jutunk, ha p = q =r, vagy csak g=r. Akkor ugyanisa=dés b =c.

2. Az is trividlis megoldashoz vezet, ha p = q + r, ugyanis ebben az esetben

a=p’-q’+rP=(q+r’-q’+r=2qr+2r

b =2pq=2(q+r)q=2q9"+2qr

c=2pr=2(q+rr=2qr+2r

d=p’+q°-rP=(q+r1°+q-r=2q°+2qr,azaza=césb=d

3.Haaz a, b, ¢, d természetes szamok kielégitik (6)-ot, akkor az na, nb, nc, nd szamok
is (n € N) és forditva.

4. Ha a (6) alatti egyenletet kielégité a, b, c, d természetes szamok legnagyobb kozos
osztdja egy, akkor az ilyen szamnégyest alapmegoldasnak nevezziik.

5.Ha ap, q, r szamok k6zos osztdja a k szam, akkor az a, b, ¢, d szamok mindegyike
oszthaté k-tel.

6. Ha p oszthatd k-val és q + rvagy q —r is oszthato k-val, akkor a szamnégyes mind-
egyik eleme oszthaté k-val.

7. Ha g-t és r-et felcseréljik, akkor ugyanazt a szamnégyest kapjuk forditott sorrendben.

8. Ha P, Q" kozil barmelyik ketté paratlan és a harmadik paros, akkor a, b, ¢, d mind-
egyike paros. Az ilyen esetekbdl is kapunk alapmegoldast, ha a négy szamot eloszt]uk
a legnagyobb k6zos osztojukkal.

E megjegyzések, észrevételek sora bizonyara még folytathaté. Most el6allitunk né-
hany alapmegoldast a (11) alatti képletek segitségével és a fenti észrevételek figyelem-
bevételével. (1. tablazat)

A (4) alatti diofantikus egyenlet tovabbi specialis eseteinek megoldasa most mar az
eddigiek alapjan (lasd az (1), (2), (3), (12) alatti azonossagokat) nem okoz kulonosebb
nehézséget. Példaul az

a’+ai+ai=ai+a’ (itt n=5 ; és k=3)

egyenlet megoldasa:

a,=pi-pP;-P3+Pi, 3,=2Pp,, 3,=2pP,, a,=P;+P;+Ps-P;

a;=2pp,

ugyanis

(P} = P2 = P3+P2)° +(2p,p,)° + (2ppy)° = (P} + P3 + P5 — P) + (2p,p,)°

Ennek mintajara a (4) alatti egyenlet megoldasa (ahol k és n tetszéleges pozitiv egész
szédm és k < n):

= Pi =P = P3— s =Pk + Pla+ o + Pay s
a,=2p,p, ,
a,=2pp, ,
4=2pp, .
81 =Py + P34 oo + Pr— P~ Pr2— - — Py s
3,.2= 2P Py »

3.3 = 2P P2

an = 2p|pn—1
ahol a, képletében a negativ tagok szama k-1 és az utanuk kovetkezo pozitiv tagok
szama n-k-1.
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Bizonyos esetekben azonban az el6bbi &ltaldnos, minden esetre érvényes képletsor
helyett egyszeriibb képletsor is taldlhaté. Példaul az

2
a’+al+al+al+ai=a;+as+a
egyenletet kielégité szamnyolcasra:

a, =pf+p§—p§—pf+p§, a,=2pPs, 8 =2PPs, =2PPs, as=2P,P,
@ =P;+ps+P;+Pi—Pi, a,=2PPs, 3 =2pP,Ps, Vagy
a,=pi+P;—Ps—Pi—Ps, 3=2PPsy, 8=2P Py, B=2PPy, 3s=2P:Ps,
ae=pf+p§+p§+pf—p§, a7=2p39" 2y = 2p,Ps
de az ilyen megoldasok vizsgalata mar tullépi e cikk kereteit.

SOl [ PR B e
? d ' S P e n jukkal osztva
2 1 2 7 4 8 1
3 3 1 1 18 6 17
3 3 2 4 18 12 14 2091657
4 2 1 13 16 8 19
4 3 2 11 24 16 21
4 4 1 1 32 8 31
5 2 1 22 20 10 28 1i110,/514
5 3 1 17/ 30 10 33
5 4 2 13 40 20 37
6 3 2 31 36 24 41
6 3 1 28 36 12 44 7,9, 3, 11
7 3 2 44 42 28 54 22,21, 14,27
7 6 5 38 84 70 60 19, 42, 35, 30
8 3 1 56 48 16 72 7,6,2 9

1. tablazat
FITOS LASZLO
Babozzunk!

A babjatek, mint ez a nevében is benne van, elsésorban jaték, melyhez a
gyermekek érzelmileg erésen kotédnek. Az emocionalis kotédés és a babjatek
mufaji sajatossagai lehetéséget adnak arra, hogy az ovodai nevelés folyamataban
a babjatekot sikeresen felhasznaljuk oktatasi-nevelési céljaink eléréséhez. A
gazdag élményanyagot nyujto babszinhdzi eléaddsok megtekintésén kiviil az
ovodai babozasban is dridsi lehetdségek rejlenek, melyek kévetkezetesebb ki-
hasznalasaval a kisgyermekeket sikeresebben segithetjik személyiségtik kiala-

kulasaban.

A személyiségfejlddésnek egyik legfontosabb szakasza az évodaskor. Ez a kor az
anyatdl valé elszakadas, az éntudat kialakulasanak a kora, melyet gyakran egyszeriien
csak dackorszaknak neveziink. A gyermekeket ilyenkor fokozottan kell a kozosségbe vald
beilleszkedésben segiteni, hiszen ekkor kell megtanulniuk az alapvet viselkedésnorma-
kat, a ,tarsadalmi szokasokat”. A kioktatas” nem megfelel6 modszer, a gyermekek re-
akcidja erre dltalaban a dacolés. E problémékhoz ne direkt médon, hanem az életkori
sajatossagoknak megfelelGen jatékos formaban kozelitsiink. A kisgyermekek ugyanis
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