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Tébb mint hdrom évtizedes egyetemi oktatdsi gyakorlatom soran meglehetésen
széles kord attekintést kaptam arrol, hogy milyen matematikai alapokkal kertlnek
a hallgatck az egyetemre, milyen szakadek tatong a kozépiskolai és az egyetemi
oktatds kozott és hogyan lehetséges ezt athidalni. Tapasztalataimat elsésorban
a Budapesti Mdszaki Egyetemen szereztem, ezért nem térek ki a tudo-
madnyegyetemek matematika szakara kertilt hallgatokra, ahol dltalaban lényege-
sen jobb a helyzet. Ezzel maris eérzékeltettem, hogy a tanulok nagy atlagara
vonatkozolag a matematikai felkészlilts€g, az érdeklédes €s a gondolkodokész-
ség meglehetésen siralmas. A keseridség fogatott tollat velem, hiszen a helyzet
az utobbi években tovabb romlott, amit a felvételi tapasztalatok is igazolnak.

Tapasztalataim nagyobb részét kilonb6zé karokon mérndokhallgatdk oktatasa soran
szereztem, akik az érettségizettek nagy atlagahoz viszonyitva matematikabol lényege-
sen jobbak. Mit mondhatunk a matematika oktatas eredményességérél, ha azokat a ta-
nuldkat is figyelembe vesszik akik nem kertilnek be a fels6oktatéasba?

Célszerti megvizsgalni azt a kérdést, honnan szarmazik az ellenszenv és idegenke-
dés, amit érettségizett, sét egyetemet végzett emberek jelentds része, — ha ugyan nem
a tulnyomo tobbsége — taplal a matematikaval szemben. Szamos ismerése van minden-
kinek, aki nagyon okos és miivelt embernek tartja magat, ugyanakkor minden szégyen-
kezés nélkil a matematikahoz hatokornek mindsiti 6nmagat és eszébe sem jut, hogy itt
némi ellentmondas rejlik.

Kétségtelen, hogy az iskolaban a legtobb diak megutalja a matematikat, talan 10-15
szazalék kivételével alig értenek meg beldle valamit. Miért van ez? Ennyire butak a gye-
rekek? Vagy talan rosszul tanitjuk a matematikat? Egyik sem lehet igazi oka a siralmas
eredménynek. Kétségtelen, hogy a gyerekek kozott igen nagy kulonbségek vannak a
szellemi érettség, intelligencia szempontjabdl. Ennek ellenére altaldban ugyanabban az
életkorban ugyanazt az ismeretanyagot ugyanannyi id6 alatt akarjuk rajuk eréltetni, ter-
mészetesen nem sok sikerrel. A sikertelenség egyik f6 oka az, hogy a tanulék tobbsége
nem is mutat érdekl6dést az iskolai matematika anyag irant. Mi lehet ennek az oka?, A
gyerekben vagy a tananyagban rejlik az ok? Ugy vélem, hogy inkabb a tananyag okoz-
hatja a gondot, hiszen az igazan érdekes dolgok lekotik a gyerekek figyelmét, hallatlan
érdeklddést figyelhetiink meg naluk.

Ami pedig azt a kérdést illeti, hogy jol vagy rosszul tanitjuk a matematikat, nyilvanvalo,
hogy vannak jé tanarok és gyengébbek ugyanulgy, mint a mas szaktargyakat tanité kol-
legak kozott. A matematika tanitasanak eredményessége nem ezen mulik, hiszen a ma-
tematikatanarok tobbsége — csakigy mint a tobbi tanar — lelkiismeretesen, felelGs-
ségtudattal, szakmai hozzaénéssel és szorgalmasan végzi a dolgat, némelyik szinte
megszallott lelkesedéssel erdlkodik, hogy felkeltse az érdeklédést és elérje, hogy a ta-
nuldk megértsék és elsajatitsak a szamukra sokszor meglehetésen unalmas tananyagot.
A j6 tanar néhany tanuléban valdban fel is tudja kelteni és ideig-6raig ébren tudja tartani
az érdekl6dést. A matematikai érzékkel megaldott tanulék hamar megértik az anyagot,
de a tobbség csak addig jut el, hogy tudomasul veszi hogyan kell végrehajtani a mate-
matikai muveleteket és elég sok gyakorlas utan kis segitséggel végre is tudja hajtani a
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tortek 6sszeadasat vagy a masodfoku egyenletek megoldasat a kapott kgptafa s’egitsé-
gével. Az azonban érokre rejtve marad elétte, hogy miért agy kell végrehajtani. Mar csg}(
azért sem latja a céljat, mert a szilei sem tudjak megoldani a'példa'kat, mégis egészljol
elboldogulnak. Legtébbszor keresnek valakit, aki korrepgtélja a gyereket ,,‘matekbol",
hogy valahogy 4tmenjen az érettségin. Még nagyobb keletje van a korrepeta}qsnak a’fel-
vételi el6készités szempontjabdl, teamek’ben, a legkorszeriibb”, szamitégépbe tarolt
példak és megoldasi sablonok segitségével silykoljék a tipusfeladatok megoldasat. Azt
hiszem, amit eddig leitam — jéllehet keser( tapasztalatom — mindenki el6tt ismeretes.
Raadasul vilagviszonylatban hasonlé a helyzet. A matematikaoktatassal foglalkozé kol-
légak tilnyomé tbbsége vilagosan latja, hogy mennire elavult, korszerdtlen a tananyag,
amelyet matematika néven tanitunk a kozépiskolaban és méginkabb az altalanos iskola
fels6 tagozataban. Lényegében a kozépkor matematikai ismereteit kozvetitjuk, igy-ugy
varialva, tébbszorosen megreformalva, lényeges valtoztatas nélkil. Megallt az id6 leg-
alabb 300 évvel a matematikaoktatasban. Szembe kell nézniink azzal az igazsaggal —
barmennyire kellemetlen is —, hogy amit matematika néven oktatunk elavult, unalmas
tananyag, nem a valédi é16 matematika, és ezért unjék a didkok is. Megmerevedett és a
tudomany fejl6désétél elszakadt ismerethalmazt nydjt, és nem alkalmas arra, hogy fel-
keltse a didkok érdeklédését. Ha sikeriil a didkok érdeklédését felkelteni a matematika
irant — és ezt a matematika valdéban érdekes fejezeteivel érhetjik el —, akkor a matema-
tikaoktatas hatasfoka jelentésen emelkedik.

Mit kell valtoztatni?

Milyen érdekes fejezeteket kellene oktatni? A mai matematika tananyag a vilagot mint-
egy megmerevedett, allé valamit, él6-és élettelen targyak halmazat tiikrozi, kirekesztve
a mozgast, a valtozast, a fliggés vizsgalatat, a statisztikai torvényszerliségek észreve-
telét és mindezek rengeteg alkalmazési lehetdségét a természet és a tarsadalom éle-
tének, valtozasainak megértését és annak matematikai vetiletét. Mindehhez sziikség
van a kombinatérikanak, az analizis elemeinek és a valészinliségszamitas egyszeriibb
fejezeteinek bemutatasara. Ezeken keresztil nemcsak a gondolkodas fejlesztésében tu-
dunk nagyot Iépni elére, hanem a matematika oktatasat kozelebb hozzuk az élethez. A
differencal-és integralszamitas elemeinek valamint valészinliségszamitasi alapoknak a
megismertetése soran valddi gyakorlati példak olyan tomege all rendelkezésinkre, hogy
nem kell erélkodnlnk annak érzékeltetése soran a tanulék szamara, hogy a matematika
nemcsak hasznos és sziikséges, de nélkilozhetetlen a vildag megértéséhez.

A tananyag ,korszerisitésével’, reformjaval mar sokat foglalkoztak, érdemleges val-
tozas azonban nem koévetkezett be, inkabb csak atcsoportositgatasok torténtek. Valésa-
gos kulturbotrany, hogy az iskolék tobbségébe nem engedjik be a matematikanak az
utobbi két-haromszaz évben sziiletett eredményeit és kozépkori ismeretek korében to-
porgunk, amelyek birtokaban a szaktargyi ismeretek sem értheték meg. Természetesen
vannak (és elég sokan lehetnek) akik Uigy gondoljak, hogyha a tortek 6sszeadasa meg
az egyszerlbb széveges egyenletek megoldasa is problémat okoz, akkor hogyan lehetne
differencial-és integrélszamitast, valészinliségszamitast tanitani a kézépiskolakban. Ez
agyrém. Sokkal megfontoltabban, visszafogottabban lehet csak megreformalni a tan-
anyagot. Azzal egyetértek, hogy megfontoltan, de gyokeresen meg kell valtoztatni a ma-
tematika (és nem csak a matematika) oktatasat. Vilagosan kell l4tni, hogy a matemati-
kaoktatas eredményessége szempontjabol a cséd szélén llunk, és égetévé valt a |é-
nyeges valtoztatas szikségessége. Ahol eddig kisérlet tértént a matematika emlitett
»,ujabb” fejezeteinek oktatasara, a differencial-és integralszamitas tanitasara, kombina-
torika és valoszinlségszamitas elemeinek egyszerd targyaldsara, a kisérletek altalaban
nagyfoku sikerrel jartak itthon és kulf6ldon egyarant. (Hogy mast ne mondjak 50-60 évvel
ezel6tt a gimnaziumban néalunk mindezt tanitottak!) A kisérletek az Uj anyagrészek tani-
tasaval és szamos érdekes alkalmazasaval oly mértékben felkeltették a gyerekek érdek-
I6dését, hogy a matematika anyaganak megértése ugrasszerden megnétt. A 14-18 éves
gyerekek a legfogékonyabbak a matematikara, vétek tétlenségre karhoztatni az esziiket.
Az emlitett fejezetek oktatasaval a matematikét oktaté kollégdk mozgastere jelentésen
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kibévilne, nagyobb lehetésége lenne a gondolkodasra-nevelésre, az absztrahalo ké-
pesség fejlesztésére éppen a valédi alkalmazasi példak paratlanul széleskori bemuta-
tasaval, a matematikai modellezési készség kialakitasaval. Sokan azt vetik fel, hogy a
tanuldk tobbségének gyenge az absztrahalo képessége, a matematika viszont tulsago-
san elvont, absztrakt tudomany, igy reménytelen a ,nehezebb” anyagrészek megérteté-
se. A matematika valéban elvont tudomany, éppen absztrakt voltaban rejlik a széleskaor
alkalmazhatésaga. Minél elvontabb egy tétel, annal nagyobb az a valésagbeli hattér,
amelyre alkalmazhaté. Az absztrakcidkban azt keressuk, ami a dolgokban kozos és el-
hagyunk minden |ényegtelent. Az absztrahalé képesség tehat lényeglato képesség, mas
széval gondolkoddképesség. Eppen e gondolkodoképesség fejlesztése az elsédleges
célja a matematika oktatasnak. Vajon van-e mas eszk6z, mas tudomany, amely alkalma-
sabb a gondolkodéképesség fejlesztésére, minta matematika? Természetesen nem arrdl
van sz6, hogy rangsorolni akarnam a tantargyakat, mindéssze arra kivanok ramutatni,
hogy a matematika a tantérgyak tobbségének megértéséhez, avilag jelenségeinek,meg-
értéséhez, a természet és a tarsadalom mozgastorvényeinek felismeréséhez (és nem
csak a leirdsahoz) paratlanul hatékony eszkoz a hozzaéné kezében. Az absztrahald,
gondolkoddképesség természetesen nem ugy fejlédik, hogy ullink egy sotét szobaban,
behunyjuk a szeminket és megprébalunk ,absztrahalni”.

A valddi alkalmazasi feladatok soran felallitott modellek, kisérletek végzése, abrak ké-
szitése, mas hasonlé feladatok kitlizése, a feladatok fokozatossaga, az onallé munka
megkovetelése fejleszti az absztrahalé képességet, de ehhez a jelenleg oktatott mate-
matikaanyag nem megfeleld, jelentésen ki kell béviteni, az ,algyakorlati” feladatokat el-
hagyni és batran ujitani. Ha sikerll a tanulok érdeklédését néhany sikerélménnyel feléb-
reszteni, akkor a tananyag-felvevé képességiik exponencidlisan néni fog.

A matematika idéigénye

A matematikat oktaté kollégak tobbsége természetesen szivesen oktatna a matema-
tika modernebb fejezeteit, megtanitanad a gyerekek tobbségét differencialni, integralni,
jatszana a kombinatdrikus feladatokkal, kialakitand a statisztikus torvényszeriségek
vizsgdlatanak médszereit, ha lenne idé minderre. Kétségtelen, hogy a matematika rend-
kivul idéigényes. Ennek alapveté oka, hogy maga a megértés sokkal lassubb folyamat,
mint azt sokan gondoljék. A gondolkoddképesség még a gyerekeknél is viszonylag las-
san fejlédik (hat még késdbb), ezért id6t kell adni a gondolkodasra és nagy pedagdgiai
mivészettel vezetnira a gyereket a megoldasra. El kell és el lehet érni, hogy a ,miértre”
helyezédjék a hangsuly, az 6sszefuggések megértése dominaljon, ne pedig a tudoma-
sulvétele.. Sokkal tobbet kell kérdezniink, mint k6zdlnlink a matematika tanitasa soran.
A tanuldkat rengeteg hatds éri, amely leszoktatja 6ket a gondolkodasrél. Kezdve a tele-
vizioétél, a szllék, a kornyezet sét az iskola is legtobbszor tudomasul vétet, emlékezetet
terhel. A vetélkeddk tobbségén is olyat kell tudni, amit nem is nagyon érdemes tudni.
Erés primitivalédasi folyamatnak vagyunk szenvedé részesei. Némleg javithatna a hely-
zeten, ha a matematikaoktatas, és altalaban az oktatas és nevelés szinvonalat sikerilne
emelni. Erre csak az iskolaban lehet remény. Az elsajatitandé ismereteket tantargyakra
tagoltak, a tantargyakra vonatkozodlag valakik valamikor (talan éppen napjainkban is)
megallapitottédk a heti éraszamokat valamilyen megfontolas alapjan. Nyilvan figyelembe
vették a tanitandé ismerethalmazt, majd megallapittottak, hogy mindegyik tantargyra ke-
vés az 6raszam, azutan valamilyen eréviszonyok alapjan kialakuitak a mai éraszamok.
Ha a dontéshozék visszagondolnak arra, hogy mennyi ideig tartott nekik egy-egy mate-
matikai tétel megértése és a példak 6nallé (!) megoldésa, vagy netan orszagos és helyi
felmérés torténnék, hogy a tanuldk tobbsége mennyi idét fordit egy-egy tantargybdl a
felkészulésre altalaban, akkor jelentSs atcsoportositasra kerllne sor. A magam részérél
arrol sem vagyok meggy6zédve, hogy a szilkséges ismeretek torténelmileg kialakult tan-
targyakra tagoldsa az optimalis megoldas, mivel a széttagolt ismeretek valamilyen rend-
szerbe foglalasara, szintetizalasara semmilyen kisérlet nem térténik. Ezzel a kérdéssel
itt nem foglalkozom csak megemlitem, hogy jelentds, sét igéretes kisérletek is vannak
mas oktatasi strukturék alkalmazasara. Visszatérek az eredeti égetd problémara, a ma-
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tematika idigényességére. Ha egyszer a matematika idéigényes, ami mindenki el6tt vi-
lagos, akkor idét kell adni,az oktatasara és az elsajatitasara. Ezen masképpen, semmi-
féle blivészmutatvannyal nem lehet segiteni. Ha a matematikara tobb idét forditunk, akkor
az megtériil szamos mas (f6leg természettudomanyos) tantargy elsajatitasi sebessége-
ben. Természetesen a nem matematika szakos kollégak némi rosszallassal olvassak
ezeket a sorokat és azt mondjak ra, hogy ,minden cigany a maga lovat dicséri. Itt azon-
ban masrél van szé, nem rivalizalasrél. Mindenki el6tt ismeretes a mondas, hogy ,a ter-
mészet térvényei a matematika nyelvén vannak megirva”. Valéjaban ennél sokkal tobbrél
van szé, mivel nemcsak a torvényszeriségek leirasaban, hanem a torvényszeriségek
felfedezésében is nélkillozhetetlen a matematika. Ha a matematikat a torvényszerliségek
leirasara valo ,nyelv’-nek tekintjuk, akkor szembetlnd jellemzéje, a rendkivili tomorsége.
Nagy dolog, ha valaki a formulakbdl olvasni tud. Hogy a matematikai formulak mennyire
tomor formaban tartalmazzak az informéciét, annak érzékeltetésére emlitem a kovetke-
z6t. C. Shannon az informaciéelmélet megalapozoja vizsgalta az irott angol széveg re-
dundanciajat. Megallapitotta, hogy a redundancia kb.66%, azaz ha az irott sz6vegbd| vé-
letlenszeriien a betiik kétharmad részét kitoréljik, a szoveg még egyértelmien vissza-
4llithato, olvashatéva tehet6. Ha viszont egy matematikai képletben akar egyetlen jel (be-
ti vagy szam) hianyzik, a formula méris értelmét veszti. A matematika tehat az informa-
ciénak roppant tomor kédolasa. Ez azt jelenti, hogy egy 100 oldalas matematika kényv,
vagy jegyzet tartalmat korantsem lehet ekvivalensnek tekinteni 100 oldalas széveges
tankényv tartalmaval. Ha a tantargyak éraszamat a kézlendé ismerethalmaz nagysagatol
tessziik fliggévé, akkor ezt a tényt is figyelembe kell vennlnk.

Amikor a matematika idéigényességét hangsulyozom, egyaltalan nem azt akarom
mondani, hogy a jelenlegi 6raszam keretek kozott nem lehet a matematika oktatasat ko-
zelebb hozni az élet, a gyakorlat igényeihez, ugyanakkor jelentésen emelni az oktatas
szinvonalat, modernebbé és a tanulék szaméra sokkal érdekesebbé tenni a matematika
tantargyat. Ki tudja azt megmondani, hogy a késébbiekben az egyes tanuléknak mire
lesz szliksége a matematikabdl? A véalasz nem attél fligg-e, hogy milesz a tanulé tovabbi
sorsa, tovabb tanul-e, s ha igen melyik felséoktatasi intézményben, mi lesz majdan a
foglalkozasa? A gondolkodd, absztrahdlé, modellezé képesség fejlédésére, a pontos fo-
galmazasra, logikus kovetkezteté képességre nyilvan minden tanulonak sziksége van.
Mindebben egy modernebb matematika tanitasa nyujthatna segitséget. Emellett az ipar,
a mezdgazdasag, bioldgia, hiradastechnika, a kereskedelem, a gazdaségi élet szamos
problémajanak megoldasa a matematika Ujabb terileteinek, a valészinliségszamitas és
a matematikai statisztika modszereinek ismeretét és alkalmazasat igényli. A tovabbiak-
ban ezzel a kérdéskarrel foglalkozunk kissé részletesebben.

Statisztikai szemlélet kialakitasa az iskolaban

Erdemes kissé meggondolni, hogyan is alakult ki az a tananyag, amelyet matematika
cimszé alatt jelenleg tanitunk az iskolaban. Az 6skor embere a természet erdivel allt
szemben, a jelenségek bonyolultak és félelmetesek voltak szamara. (Sokszor ma is
azok.) Eleinte nagyon sok volt a véletlen, a meglepé jelenség, amelyeket nem tudott meg-
magyarazni. Késébb szamos természeti jelenség magyarazatara rajottek, a véletlen je-
lenségek terén a rendteremtéssel” azonban még a kozépkorban sem tudtak megbirkoéz-
ni. A természet latvanyanak osszetettségébdl, a bonyolult konfiguraciokbdl sokkal elébb
bukkant el6 a szam fogalma, majd az egyenes, a kor, az elemi alakzatok fogalma, az
algebra, az egyenletek valamint a mérés tana, a geometria, a figgvények fogalma, mint
avéletlen jelenség, vagy a valésziniség fogalma. Sem az 6korban, sem a kézépkorban
nem tudtak mit kezdeni a véletlen vilagaval. Csak az Gjkor embere, a reneszéansz kordban
jutott azokra a nyomokra, amelyekbdl néhany évszazad folyaman kialakult a valészindi-
ségszamitas.A valdszinlségszamitas megsziletése utan a legujabb korszak embere
vnszpnylag gyorsan képessé valt az addig megfoghatatlan jelenségek megragadasara,
avéletlen folyamatok egzakt leirasara, gyakorlati feladatok hosszu soranak megoldasa-
ra. De nem a gyakorlati élet, a termelés szikségletei vezettek a véletien tudomanyanak
felfedezésére, hanem a szerencsejatékok kockazatanak vizsgalata kerult avatott mate-
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matikusok kezébe Franciaorszagban. Anglidban a hajérakomanyok biztositasi dijanak
szamitasa, a tengeri katasztréfak, kaléztamadasok kockazatanak meghatéarozasa veze-
tett ugyanazokra az eredményekre,mint a franciaknal a kockajatékban mutatkozé vélet-
lentorvényszeriiségek vizsgalata. Nem lehet célunk itt vazolni azt a hosszu fejlédési utat,
amelyet a valészinliségszamitas megtett a szerencsejatékoktdl a természeti jelenségek,
véletlen folyamatok egzakt matematikai leirasaig, a természettudomanyok szamos nagysze-
rii eredményének (atomenergia felszabaditasa, (irkutatas stb.) lehetévé tételéig, a kilonbozé
szaktudomanyok fejl6désének elémozditésaig, a gazdasagi élet modelljének leirasaig. Mint
Vincze Istvan irja (1)-ben: ,a véletlen vildgaban mar nem a véletlen uralkodik”.

Az iskolai oktatasban sokat tehetiink a valészinliségszamitds és annak gyakorlati al-
kalmazésa, a matematikai statisztika megalapozéséra. Ehhez kivanok vazolni néhany
gondolatot.

Minthogy a tanulék megismerik a halmaz fogalmat és a halmazokkal valé miveleteket,
ezek konkrét alkalmazasaként nem nehéz bevezetni egy kisérlet 6sszes kimeneteleinek
fizikailag megkulonboztetheté eredményeinek halmazat az alaphalmazt, az ,elemi ese-
mények terét”, amelynek minden részhalmaza egy esemény. A véletlen esemény mate-
matikai modellje tehat a halmaz. Minél tobb példat célszeri mutatni egy véletlen kisérlet
osszes kimeneteleinek halmazara, hiszen ennek értéke éppen abban all, hogy egy je-
lenség ,kisérlet” 6sszes lehetséges kimenetelét szamba tudjuk venni és fel tudjuk mérni,
hogy ezek kéziil valamilyen szempontbdl melyek a szamunkra kedvezéek és melyek a
kedvezétlenek. A valdszinliségszamitas megalapozasaban altalaban célszeri a torténeti
utat kovetni, a kockadobds, érmedobas stb. lehetséges eredményeinek vizsgalataval,
ténylegesen végrehajtva a kisérleteket szinte laboratériumi korilmények kozétt vizsgal-
hatjuk a véletlen torvényszerlségeit. Ha a kisérlet kimeneteleinek halmaza véges hal-
maz, akkor ennek részhalmazaira vonatkozé leszamlalasi médszerek 6sszessége a
kombinatdrika. Ennek megismertetése alapvet6 fontossagu mind az analizis, mind a va-
l6szinliség szempontjabdl. A modern matematikai statisztikdban egyszeri kombinaté-
rikus megfontolasok alapjan igen hatékony statisztikai prébéakat konstrualtak. Bizonyara
nagy érdekl6déssel végeznének kisérletet a gyerekek kiilonb6z6 bolyongasi problémak
vizsgalatara, amelyeknél egyszer( ,fej vagy iras” jaték eredményeinek szemléltetésére
egy babut tologatnéanak a szamegyenes egész értékl pontjain, az origdbdl inditva a ba-
but. A legtobb valdészinliségszamitasi konyvben szamos ilyen jellegli példa talalhaté. A
valészinlség fogalmanak megérntése természetesen szamos tanulénak problémat okoz-
hat. Azt dltalaban a szimmetria-meggondolas alapjan konnyen belatjak, hogy érmedobas
esetében mind az ,irds”, mind a ,fe|” dobasanak valészinlisége 1/2, vagy hogy a kocka-
dobas esetén az 1,2,...,6 szamok barmelyikének bekévetkezési valdszinisége 1/6. A
szimmetria meggondolds azonban nem megbizhatd, hiszen lehet, hogy a kocka nem
szabalyos, vagy anyagaban nem homogén. Hogyan lehet ezt ellenérizni Mindenféle mé-
réeszkoz nélkul, statisztikai uton. Fel kell dobni a kockat sokszor, mondjuk 600-szor és
ha az 1,2,....,6 szamok mindegyike nagyjabdl ugyanannyiszor fordul el8, akkor a kocka
szabalyos. Pontosabban szélva, ha az 1,2,...,6 szamok gyakorisagai rendre ki, ko,..., ks,
akkor eme gyakorisagokat a dobasok szamaval, n-nel osztva a k1/n, ko/n,...., ke/n relativ
gyakorisagok mindegyike az 1/6 érték kozelében lesz. Ha n értékét még nagyobbra va-
lasztjuk, akkor az egyes szamok relativ gyakorisagai még kevésbé térnek el az 1/6 ér-
tektdl, mindegyik szam relativ gyakorisaga az 1/6 érték korul ingadozik és meglepé sta-
bilitdst mutat. Azt a szamot, amely koriil egy esemény relativ gyakoriséga ingadozik, az
illeté esemény valdszinliségének nevezzik. Ha pl. As jeléli azt az eseményt, hogy a do-
bas eredménye 6 pont, akkor P(Ag)=1/6. Azt a tényt, hogy az Aj esemény ky/n relativ gya-
korisaga nagy n esetén alig tér el az 1/6 valészinlségtél, a nagy szamok torvényének
nevezzik. A gyakorlatban tulajdonképpen soha nem tudjuk egy esemény valésziniségét
megismerni, meg kell elégedniink a relativ gyakorisaggal, ami |ényegében szazalék-sza-
mitas ('), amit egyébként is tanulnak a gyerekek. A valészinlséggel is Ugy vagyunk, mint
a tomeg meghatarozasaval. Ha egy kb. 10 dkg tomeget analitikus mérlegen tobbszér
megmeérlnk, akkor meglepve tapasztaljuk, hogy mennyire kiilénb6z6 eredményeket ka-
punk. A mérés alapjan nem tudjuk pontosan, hogy mennyi is valéjaban a test témege,
de ha sok mérési eredmény szamtani kozepét képezziik, az j6l kozeliti a test tomegét. A
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témeget tehat statisztikai Uton, valamely esemény valészin(ségét szintén statisztikai
Gton, a relativ gyakorisag segitségével kozelitjiik meg. Elméleti iton nem lehet Hkitalalni”
egy egyszer esemény valésziniségét, azt meg kell mérni statisztikai uton. Ez az egy-
szer(, vagy elemi események valésziniségére vonatkozik. Mds a helyzet az osszetett
események valésziniségével, amely 6sszetett események tobb egyszerd esemeény uni-
6jaként, vagy mas néven osszegeként dlinak eld. Ha felrajzoljuk a kockadobas kisérle-
tének ,eseményterét’, az dsszes elemi kimetele halmazat jeloljuk |-vel, akkor mint em-
litettilk ennek barmely részhalmaza egy esemény, amelyet latin A,B,C,...nagy betikkel
jelolink. Magat az | alaphalmazt biztos eseménynek nevezzik.

Ha pl. A az az esemény, hogy a dobas eredménye paros szam, azaz

A= {2,4,6} , akkor az A esemény relativ
gyakorisagat mar nem kell nagyszamu do-
bas regisztralasaval leszamolni. A gyere-
kek hamar rajonnek, hogy az A esemény
1 relativ gyakorisaga a benne levo elemi ese-
mények relativ gyakorisagainak osszege. A
binomialis-tétel segitségével megmutathat-
juk, hogy a kockadobas kisérleténél az
osszes lehetséges események szama 2o
Ekkor azt is megmutathatjuk, hogy minden
olyan kisérletnél, amelynek véges n-szamu
kimenetele van, a lehetséges események
szama 2".

A relativ gyakorisag tulajdonsagainak
vizsgalataval eljutunk a valésziniségi axio-
makhoz. A lényeg annak megéretése,
hogy amikor események valészinlségerdl
beszélink, a halmazokhoz szamot rende-

1. dbra link.Ez nemismeretlen a gyerekek elétt, hi-

szen amikor intervallumok hosszat sikido-

mok terlletét mérjluk, akkor is ez torténik, lényegében tehat halmazfiiggvényt értelme-
zink. A valészinlség ugyanugy halmazfiggvény mint pl. aterilet, hiszen a valészintiség
is mérték, egy esemény szazalékos bekovetkezési gyakorisaganak mérteke. Ha alaphal-
maznak valamely egységnégyzetet valasztunk, akkor a tanulék konnyen belatjak, hogy
ennek barmely részhalmaza kisebb teriletli mint 1. Azt is j6l szemlélik, hogy diszjunkt

T(A+B) = T(A) + T(B) mivel AB =@ T(A+B)=T(A)+ T(B) - T (AB)

2. dbra
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halmazok, pl. kérok halmazelméleti 6sszegének teriilete a terlletiik 6sszegével egyenld,
ha viszont a halmazoknak van k6zos része, akkor mas a helyzet.

Ugyanezt intervallumokon is megmutathatjuk. Mindezek fejlesztik a gyerekek fantazi-
ajat Ha az egységnégyzetre véletlenszerlien pontokat szérunk, ugyanezek a térvény-
szerliségek érvényesulnek a relativ gyakorisagokra is.

Alapvetd fogalom a véletlen valtozd, vagy valészinliségi valtozé fogalma. Az konnyen
megeérthetd, hogy a kockadobas eredménye az X valészinlségi valtozé, amelynek lehet-
séges értékeiaz 1,2,3,4,5,6 szamok, amelyek mindegyikét 1/6 valésziniséggel veszi fel.
A mellékelt tablazattal maris meg-
X 1 2 3 4 5 6 adtuk az X valészin(iségi valtozé el-
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 oszlasat.

Jatszhatunk olyan jatékot is, hogy
egy tanuld dobalja a kockat, és minden dobas utan annyiforintot adunk neki, ahany pontot
dobott, — csakhogy! — minden dobas elétt le kell tenni az asztalra valamennyi forintot!
Kérdes, hogy hany forintot tegylink le? Ehhez ki kell szamitanunk a nyeremény varhaté
értékét.

E(X)=(1+2+3+4+5+6)~%

Ugy gondolom, hogy a matematika tanarok fantaziaja megtalalja az utat a valdészin-
ségszamitas elemi fogalmainak érdekes bevezetéséhez. Példaul a normalis- vagy Ga-
uss-eloszlas megismertetéséhez lemérhetjilk 100 tanulé testmagassagat, legyenek
ezek X1, X2,..., X100

Szamitsuk ki az

g X1+ X2+ ... X100
7 100
szamtani kozepet, valamint az

100

Y x1-%°

T ppeggul -
5=1"00

empirikus szérast. Ha az x1, x2,..., X100 értékeket a szamegyenesen abrazoljuk, azt
fogjuk tapasztalni, hogy az (x - S, x + S) intervallumba a magassagok kb 70%-a

68,3%

|
[ [ I I I

95%

az (x - 28, x + 2S) intervallumba a magassagok 95%-a esik, tehat 100 tanulé kéziil csak
4-5 gyerek magassaga esik a kétszorasnyi sugard intervallumon kiviil.

Ezzel maris fontos statisztikai torvényszeraségre taldltunk. Ha a szamgyenest az
ponttdl indulva alkalmasan valasztott (mondjuk 5 cm-es) részintervallumra osztjuk és
minden részintervallumra egy téglalapot rajzolunk, amelynek teriilete aranyos az illeté
intervallumba es6 pontok  relativ gyakorisagaval,akkor a kapott relativ gyakorisagi hisz-
togram kizelitéleg egy harang gorbét illusztral, amely a normalis strlségfiiggvény.

Mivel a téglalapok teriiletének 6sszege 1, a tanulék természetesnek veszik, hogy a
surdsegfuggvény alatti teriilet egységnyi. Ha a szamegyenesre felmért x1,x2,...X100 érté-
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kek segitségével megszerkesztink egy lépcsés fuggvényt, amelynek mindegyike X

ponttban TJJ—O nagysagu ugrasa van és monoton nem csokkend (célszerl milliméterpa-

pirt hasznalni és 10 cm egység esetén ;& =1 mm.), akkor az igy kapott Fn(x) tapasztalati
eloszlasfiiggvény (ahol n=100) értéke tetszdleges x értékre megadja az x-nél kisebb
magassagok relativ gyakorisagat.

) Az Fn(x) fuggvény segitségével tet-
széleges (a,b) intervallum valasztéasa-

"""""""""""""""" Jr val megkapjuk az illeté intevallumba es6
—e—t magassagok relativ gyakorisagat, ami

az Fp(x) fluggvény novekménye az

== adott intervallumon. Az ilyen ,jatékos”
i abrazolgatas elésegiti annak megérté-
i =1 sét, hogy a testmagassdg, jeloljuk X-

—t ; szel, valészinliségi valtozé amely a vé-
i | letlen jatéka folytan kilonbozé gyere-
€ £ Bavd € % keknél kilonbozé értékd, a véletlen ja-
in 2n 3an nn Il . . . . ,
tékaban azonban statisztikai torvény-

szerlségek uralkodnak.

Az iskolaban a tanuldk kilénbézé fliggvényekrdl tanulnak, a gyakorlatban azonban
nem latjak sok hasznat, tulsdgosan absztrakt szamukra a fliggvény. Azt sem értik példaul,
hogy miért van sziikség az egyenes egyenleteinek kiilonboz6 alakjaira, vagy egyaltalan
hogyan lehet meghatarozni, hogy két mennyiség kozott milyen fliggés van, pedig ez volna
a legfontosabb. A gyakorlatban rendszerint megelégsziink a kapcsolat linearis kozelitésé-
vel. Ha pl. keressiik a kapcsolatot a tanuldk testsulya és magassaga kozoétt és az osztalyban
mondjuk 30 tanulé van , akkor minden tanul6hoz tartozik egy szampar az xi magassag és
az yitestsuly (i=1,2,...,30) Az (x1,y1), (x2,y2)...,(X30,y30) pontokat a sikon abrazolva egy pont-
felh6t kapunk. Szamitsuk ki a ponthalmaz sulypontjat, azaz hatarozzuk meg az

koordinataju sulypontot! Ezutan vagjuk ketté a pontfelhét az y tengellyel parhuzamos
egyenessel, majd szamitsuk ki a baloldali-ill. jobboldali részhalmazok sulypontjait, azaz
hatarozzuk meg az (x1, y1) és (x2, y2) stlypontokat

Az (X, y) ponton atmené és

%—E_m
X2 — X1
iranytangensti egyenes, azaz az
e AT =
SWVeb === (X=X
Y= > — X1 ( )

egyenes Wa}/d'Abrahém vizsgalatai alapjan a linedris kapcsolatot bizonyos értelemben
Iegjobpan leiré fuggvény, egyfajta regressziés egyenes. Ennek alapjan a magassag is-
meretében a testsuly j6l becsiilhetd (legalabbis atlagban) és hem kell hozza tudni mast,
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mint az egyenes egyenletét. Azt hiszem, hogy a matematikat oktaté kollégak szamos ha-
sonlé példat tudnak konstruélini. A valészinlsagi alapok oktatasa utan a jelenleg oktatott
anyagban szamos helyen taldlunk valédi alkalmazasi lehet6ségeket, amelyekkel még az
ismétléseket is szinesebbé tehetjik.

A fentiekkel mindéssze néhany otletet kivantam nydujtani a statisztikus szemlélet meg-
alapozésahoz. Természetesen szamos kulonboz6 Ut jarhaté ezen a téren, egyaltalan
nem baj, ha valaki egészen mas utat kovet. A baj csak az, ha szé sem esik a valészini-
ségszamitasrol és statisztikai médszerekrdl az iskolaban.
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