A szamfogalom bévitésérol

SZENDREI JANOS

A jelen cikkben szakmai oldalrél segitséget kivdnunk nyujtani ahhoz, hogy a
természetes szamok kézotti miveletek tulajdonsagainak felhasznalasaval hogyan
lehet mér a természetes szamok k6zott azokat az azonossagokat kiemelni, ame-
lyek —a permanencia-elvet szem elétt tartva— modellként szolgédlnak a nemnegativ
tortek, ill. a raciondlis szdmok k6zotti mdveletek értelmezéséhez.

Természetes szamok

A természetes szam fogalmaval, a velik kapcsolatos muiveletekkel és ezek tulajdon-
ségaival az alsé tagozatban ismerkednek meg a tanul6k. Atermészetes szamokkal valé
megismerkedés modjat, médszereit itt nem kivanjuk targyalni. Abbél indulunk ki, hogy is-
mertnek tételezzik fel az alabbiakat:

Természetes szamok: 0, 1, 2, 3, ...

Atermészetes szamok halmazat N jeloli. (Alatin naturalis = természetes sz6 kezddbe-
tdje.) Atermészetes szamok kdzott megismert relaciok és (részben korlatozott) mdvele-
tek:

nagyobb vagy egyenld: man;

tobbszorose (osztbja): m tobbszorose n-nek (n osztdja m-nek), ha van olyan t termé-
szetes szam, amelyre m=nt;

az 6sszeadas: m+n;

a kivonas: m-n (ha mzn);

aszorzas: m - n;

az osztas: m : n (han = 0, és m tobbszorése n-nek)

Ervényesek a kdvetkezs azonossagok (ahol feltesszik, hogy a szerepls kildnbségek,
hanyadosok természetes szamok):

(1) m+n=n+m, (1") mn=nm, (kommutativitas=
felcserélhetdség)

(2) (m+n)+k=m+(n+k), (2") (mn)k=m(nk), (asszociativitas=tarsithatésag)

(3) (mxn)k=mkxnk, (disztributivitas=
széttagolhatésag,
azaz a szorzas (osztas)

3) (m=n):k=(m:k)=(n:k) az dsszeadasra, kivonasra
nézve széttagolhato)

(4) m—n=(m+k)—(n+k), (4') m:n=mk:nk,
(5) m—n=(m—k)—(n—k), (8") m:n=(m:k):(n:k),
(6) (M+n)—k=(m—k)+n, (6") (mn):k=(m:k)n,
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(7) (m+n)—k=m+(n—k), (7) (mn):k=m(n:k),
(8) (m—n)—k=m—(n+k), (8") (m:n):k=m:(nk),
(9) m—(n—k)=(m-n)+k, (9') n:(n:k)=(m:n)k.

Ezeket az azonossagokat gyakran szavakban is megfogalmazzuk. A (4), (5)ll. (4", (5"
lgy fogalmazhato:

A kulénbség értéke nem valtozik, ha a kisebbitendbhéz és a kivonandbéhoz ugyanazt
a (természetes) szamot hozzaadjuk vagy kivonjuk.

A hanyados értéke nem valtozik, ha az osztandét és az osztét ugyanazzal a (termé-
szetes) szammal szorozzuk vagy osztjuk.

Ezek maskeppen azt jelentik, hogy egy természetes szamot tobbféleképpen irhatunk
fel akar kalonbségként, akar hanyadosként. Péld4ul:

6=6—0=104=13—-7=7-1=19-13=...
6=6:1=12:2=30:5=60:10=90:15=...

A (6), (7),ill. (6", (7") megfogalmazasa:

Osszegbdl tgy vonunk ki egy szdmot, hogy az 0sszeg egyik tagjabdl vonjuk ki a sza-
mot és a kilénbséghez hozzdadjuk az 6sszeg masik tagjat.

Szorzatot ugy osztunk egy szdmmal, hogy a szorzat egyik tényezdjét osztjuk el a
szammal és a hanyadost szorozzuk a szorzat masik tényezéjével.

A (8), (9), ill. a (8'), (9') azonossagot is megfogalmazhatjuk, bér ez kissé kortiiménye-
sebb, s éppen ezért nem is gyakran hasznaljuk.

Az azonossagok oldalainak felcserélésével kapott azonossagok is nagyon fontosak.
Elegendd példaul a (3) alatti disztributivitasra gondolni, ami az oldalak felcserélésével az
un. kiemelést eredményezi.

Az eddigi azonossagok kozott nem szerepel kuldonbségek Gsszege, szorzata, és hé-
nyadosnak Osszege, szorzata. Kérdés, hogy a felsorolt azonossagokbél kaphatunk-e
ezekre valaszt. Nézzik el6szor két kilonbség 6sszegét! (Az = jel folétt jelezzik, hogy
mely azonossagot alkalmazzuk.)

(10) (M=n)+ (k=) E(m+ (k=) —n=((m +k)=)—n=(m+k)—(1+n),
azaz az 6sszeadas kommutativitasat felhasznalva
(m—)+(k=)=(m+k)—(n+l).

Két kalénbséget ugy adhatunk Gssze, hogy a kisebbitendbk 6sszegébdl kivonjuk a ki-

vonandbk 6sszegét.
Két klldnbség szorzatéat a kovetkez8képpen kaphatjuk:

(m—n) (k=) En (k—)—n (k=) Lmk-mi)~(nk—nl)’
=((mk=m1)—nk) +nIE{mk—(ml+nk)) +nI=(mk+nl)—(ml+nk).
Roviden:

(11) (m-n)(k)=(mk+nl)—(ml+nk).

Szavakban megfogalmazva (kissé bonyolult): Két kllénbség szorzatat megkaphatjuk
ugy is, ha a kisebbtendék szorzatanak és a kivonanddk szorzatdnak 6sszegébdl kivon-




SZENDREI JANOS

juk az elsé kisebbitendé és a mésodik kivonandé szorzaténak és a mésodik kisebbitendé

és az elsé kivonandé szorzatdnak 6sszegét.
Hasonléképpen vizsgaljuk a hanyadosok dsszegére, ill. szorzatara vonatkoz6 azonos-

sagokat is. A (3') alatti azonossag oldalait felcserélve kapjuk az
(12) (m:n)+(k:n)=(m+k):n

azonossagot. Ez szavakban a kdvetkez6t jelenti:
Két, k6z6s osztéju hdnyados 6sszege egyenlb az osztandbk osszegébdl és a k6zés

0sztébdl képezett hanyadossal.
Hogyan alakul két hdnyados ésszege, ha a hanyadosban nem koz6s az 0szt6? Most

felhasznalhatjuk a (4') azonossagot:
(m:n)+ (k) S(miznl)-+ (nk:nl) S (ml+nk):nl,
azaz
(13) (m:n)+ (kel)=(ml+nk):nl.

Két tetszbleges hanyados osszegét ugy is megkaphatjuk, hogy a hanyadosokat k6z6s

0sztéju hanyadosokka alakitjiuk, majd az osztandék 6sszegét osztjuk a k6zos osztéval.
Végul két hanyados szorzatat is fel tudjuk ini egyetlen hanyadosként a kdvetkezé moé-

don:
(m:n)(k:1)=(m(k:l)):n=(mk:l):n=mk:nl, azaz
(14) (m:n)(k:)=mk:nl

Ez megfogalmazva a kovetkez6t jelenti:

Két hdnyados szorzata egyenlé az osztandék szorzatabdl és az oszték szorzatabdl al-
kotott hanyadossal.

Ismételjik, mindezek a természetes szamok kilonbségére és hanyadoséara vonatkoz6
azonossagok igazak, feltéve, hogy a kulonbség ill. a hanyados maga is természetes
szam.

A szamfogalom bévitése ugy merdl fel, hogy a természetes szdmok halmazaban a ki-
vonas, ill. az osztas csak bizonyos esetekben végezhetd el. Mégpedig az m—n kildnbség
akkor képezhetd, ha m=n, és az m:n hanyadosnak is csak akkor van értelme, ha ez ter-
mészetes szam. Algebrai szempontbél a természetes szamfogalom bévitésére azért
gondolunk, hogy a bévebb szamhalmazban a kivonast ill. az osztast (természetesen a
0-val val6 osztast kivéve) korlétlanul elvégezhessik.

Ha a kivonas elvégezhetdségét akarjuk elérni, akkor a természetes szamok klldnbsé-
gére rott kikotést, az man feltételt ejtjik el, azaz most mar a természetes szamokbdl 4ll6
valamennyi kuldnbseéget tekintjik, megtartva mindazokat az azonossagokat, amelyek a
természetes szamok halmazaban érvényesek voltak. (Ez a permanencia-elv.)

Egész szamok

Egész szamon két természetes szam kilénbségeként felirhaté szamot értiink a (4), (5)
azonossdg figyelembevételével, azaz két kilonbség ugyanazt az egész szamot jelenti,
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ha egyik a masiktél abban kiilénbézik, hogy a kisebbitendéhoz és a kivonandbhoz ugyan-
azt a természetes szamot hozzaadjuk vagy kivonjuk, azaz,

(4*) m—n=(m+k)—(n+k),
(5% m-—+n=(m—k)—(n—k),

Ezek szerint egy egész szamot tobbféleképpen irhatunk fel két természetes szam k-
I6nbségeként. Példa:

4-10=5-11=2-8=0-6=10-16=...,

Az egész szamok kozétti Gsszeadds és szorzas a természetes szdmok kllénbségei
6sszegenek, szorzatanak (10), (11) alatti azonossaga — mint ,modellje” — alapjan a ké-
vetkezképpen értelmezhetd:

(10*) (m-—n)+(k—)=(m+k)—(n+l),
(11*) (m-—n) (k=)=(mk+nl)—(ml+nk).

Igazolhatd, hogy az egész szamok kozott e mlveletekre érvényes a kommutativitas,
asszociativitas és a disztributivitas.

A (4), ill. az (5) azonossagot is felhasznalva mindig elérhetd, hogy két természetes
szam kulénbsége olyan kilonbségként irhaté fel, amelyben a kivonandé 0 vagy a kiseb-
bitend6 0. Legyen ugyanis mzn, akkor m=n+t, ahol tEN, s igy m—n=(n+t)—n=(n+t—n)—
—(n—)=t-0.

Ha pedig m<n, azaz van olyan sEN, amelyre m+s=n, akkor m—n=m—m+s)=(m-m)—
(m+s—m)=0-s.

Tehat barmely két természetes szam kilonbsége, azaz barmely egész szadm t—0 vagy
0-s alakban irhaté fel. At-0 kulénbség azonban természetes szam, mégpedig t—0=t.

(10*) alapjan kénnyen lathatd, hogy, (0—s)+(s—0)=(0+s)—(s+0)=s—s=0,

azaz a 0-s kuldnbséggel jellemzett egész szam az s természetes szam ellentettje (al-
gebrai nyelven additiv inverze). A 0—s kilonbséggel adott egész szamot a késSbbiekben
egyszeren —s-sel jel6ljuk, azaz 0—s=-s.

Kénnyen belathato, hogy —s ellentettje pedig s, mivel

—(—8)=0—(-s)=(s—s)—(0—s)=(s—0)—(s—s)=s—0=s.

A 0 ellentettje nyilvanvaléan 6nmaga.
Az ellentett fogalmanak bevezetésével az m—n kllonbséget 6sszegként is felirhatjuk
mivel

m-N=(mM+0)—(0+n)=(m—-0)+(0—n)=m+(-n).
Mindezeket figyelembe véve az egész szamok a kovetkezdk:

- 3, 2, =1, 0, 1, 2, 3

N |- Vi > |
vV VT

természetes szamok természetes szamok
ellentettjei

Az egész szamok halmazat Z jeldli. (A német Zahl=szam kezdébetuje alapjan.) Ezek
utan az egész szamok kozoétt (10*)-ban és (11*)-ban éltalanosan értelmezett 6sszeadast
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és szorzéast elegendd a természetes szdmokra és ellentettjeikre megadni. A kdvetkezé

eseteket kell megkulénbdéztetnink:
a) Mindkét tag (tényez6) természetes szam. Ebben az esetben nyilvanvaléan a terme-

szetes szamok Osszegét illetve szorzatat kapjuk. '
b) Egyik tag (tényez6) természetes szam, a masik természetes szamnak az ellentettje:

t-s €N, hatzs,
t+(—s)=(t+0)+(0—s)=(t+0)—(0+s)=t-s=
—(s—t), hat<s

t(—s)=(t+0)(0—s)=(t - 0+0 - s)—(t - s+0 - 0)=0-ts=—ts.
c) Mindkét tag (tényezd) természetes szam ellentettje:

(~1)+(=s)=(0-1)+(0-5)=(0+0)—(t+s)=—(t+s),
(-t)(=s)=(0-t)(0—s)=(00)+(ts)—(0 - s+t - 0)=ts—O=ts.

Ha ezeket az eredményeket szavakba foglaljuk, akkor a tankonyvekbdl ismert szove-
geket kapjuk. Példaul a legutolsék igy fogalmazhaték meg:

Két természetes szam ellentettiének 6sszege egyenld a természetes szamok 6ssze-
gének ellentettjével.

Két természetes szam ellentettiének szorzata egyenld a két természetes szam szor-
zataval.

Racionalis szamok

Ha a természetes szamok ismerete utan az osztas muveletét kivanjuk ,korlatozas nél-
kdl” elvégezni, akkor az m:n hanyados fogalmat kell értelmezntnk barmely m és n(=0)
természetes szamra. Ekkor alakitjuk ki a természetes szamokb6l képezett racionalis sza-
mok fogalmat. (Racionalis itt azt jelenti, hogy aranyként (hanyadosként) felirhato). A ter-
mészetes szamokbd6l alkotott racionalis szam fogalmanak kialakitasa tehat azt jelenti,
hogy minden m és n(=0) természetes szamra értelmezzuk az m:n hanyadost, amit mas-

ként %-nel jelolunk. Most m-et (az osztand6t) szamlalénak, n-et (az osztét) pedig neve-

zdnek hivjuk. (Racionalis szamon most egyelére csak a természetes szamokbdl képezett
racionalis szamot értjuk.) A racionalis szam fogalmanak kialakftasa soran a természetes
szamoknal megismert (4'), (5') azonossagot is altalanosithatjuk, s megallapodunk abban,
hogy minden k =0 természetes szamra teljesuil:

(4%) % - r:_: (Ezt bbvitésnek nevezzik.)

Tovabba, ha k osztéja m-nek és n-nek (azaz maradék nélkil megvan m-ben és n-ben),
akkor

(5%)

m m:n o
- (Ez az egyszer(sités.)

Megfogalmazva: A racionalis szdm értéke nem véltozik, ha a szadmlalét és a nevezébt
ugyanazzal a (természetes) szdmmal szorozzuk (osztjuk).
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Ezek alapjan egy racionalis szamot tobbféleképpen irhatunk fel. Példa:

6 12 2 30 36

9 18 3 45 54

Gyakran célszerl a racionalis szamnak a tovabb mar nem egyszersithetd alakjat hasz-
naini.

Aracionalis szamok koz6tti miveletek modelljének most a természetes szamok kozotti
osztasra vonatkozé (12), (13), (14) azonossagokat tekintjik. Ezek alapjan a racionalis
szamok O0sszeadasét és szorzasat a kovetkezbképpen értelmezzik:

(g, X _mik
n n n
m k ml nk ml+mk
8+ =R *n~
oM k_mk
(14)n | nl

Ezeknek a definicibknak a megfogalmazasai:

Két k6z6s nevezdju racionalis szdm 6sszege egyenld a szamlalék 6sszegébdl és a ko-
z06s nevezdbdl képezett racionalis szammal.

Két tetszbleges racionalis szam 6sszegét ugy kapjuk meg, hogy a racionalis szamokat
k6z6s nevezdjd raciondlis szamokka alakitiuk, majd a szamlalok 6sszegét osztjuk a ko-
z6s nevezdvel.

Két raciondlis szam szorzata egyenlé a szamlalék szorzatabdl és a nevezbk szorzata-
bdl alkotott hanyadossal (racionalis szammal).

Ezek utan — felhasznalva a (4*) ill. (5% azonossagot — bizonyithatjuk, hogy a (12%),
(13*), (14* szerint definialt 6sszeadas és szorzas kommutativ, asszociativ, a szor-

zas az 0sszeadasra nézve disztributiv, van zéruselem (mégpedig % =0, ahol n=0). Az is

nyilvanvalé, hogy az
—=—=m (n=0)

alaku racionélis szamok a természetes szamok. Tovabba az

LY G P (m=0,n=0)
n m mn

alapjan % az % racionalis szam reciproka (inverze). Ez utébbi mas széval azt jelenti,

hogy 0-t6l klldénb6zd minden racionalis szamnak van reciproka. Az eddigiek alapjan az
is lathaté, hogy minden raciondlis szam igy is felirhaté:

Ez az azonossag szolgél alapul az iskolai anyagban a tort kétféle értelmezésének.

Atermészetes szamok hanyadosaibdl alkotott racionalis szamok halmazat jeldljuk Q*-
gal. (Q a latin quotiens=hanyados kezddbetdije.)

Az eddigiek soran leirt kétféle eljarast igy szemléltethetjuk:
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N
Z Q*
Az egész szamok Z halmazéban tehét az 6sszeadas, ennek forditott (inverz) muavelete
a kivonas és a szorzéas végezhet6 el korlatlanul, de az osztas csak bizonyos esetekben.
Ha most fejezet elején leirtakhoz hasonléan barmely m, n (=0) egész szam hanyadosat
tekintjik, és ezekre terjesztjik ki a Z-ben mér értelmezett elsé harom alapmuveletet, ak-

kor itt az osztas is mindig elvégezhetd, kivéve természetesen a 0-val valé osztast. Ez a

racionalis szamok Q halmaza.

A Q*-ban viszont a kivonas végezhetd el korlatozottan, pontosan akkor, ha a kisebbi-
tendé nagyobb vagy egyenlé a kivonandénél. Ebben az esetben az egész szamoknal
leirtakhoz hasonléan eljarva, azaz Q barmely két elemére értelmezve azok kuldnbségét,
szintén olyan sz&mhalmazhoz jutunk, amelyben mind a négy alapmuvelet (kivéve a 0-val
val6 osztast) elvégezhetd, és az ismert miveleti azonossagok teljestinek. Bizonyithatd,
hogy ez a halmaz is az dsszes racionalis szamok Q halmaza.

Az 6sszes racionélis szamok Q halmazaban minden elemnek van ellentettje &s minden
nem zérus szamnak van reciproka.

A fenti abréat kiegészitve az utbbb vazolt két eljarassal a kovetkezbt kapjuk:

N
z/ \cr
Bebizonyithaté hogy Q-nal szikebb halmazban mind a négy alapmuvelet nem végez-

hetd el. Legyen ugyanis Q' a Q-nal szikebb halmaz, azaz Q' C Q és tegyuk fel, hogy
Q’-ben is elvégezhetd mind a négy alapmivelet. Az osztas elvégezhetésége miatt Q’-ben

van 0-t6l kulénbdzé r elem. Az %: 1 € Q. Az 6sszeadas elvégezhetdsége miatt:

1+41=2, 2+1=3, 3+1=4, ...

alapjan N C Q'. Ebbdl a kivonas elvégezhetdsége miatt Z C Q' kdvetkezik. Majd ebbdl
ismételten az osztas elvégezhetdsége miatt kovetkezik Q C Q'. Ez pedig ellentmond a
kiindulasi feltételeknek. Tehat a szamok vilagaban az dsszes racionélis szamok halmaza
a legszdkebb olyan halmaz, amelyben a négy alapmuvelet (a 0-val val6 osztast kivéve)
az ismert tulajdonsagokkal elvégezhetd.

A fentiekben megfigyelhetd, hogy kerliltik a ,pozitiv”, ,negativ” jelz8ket, csupan ,ellen-
tett”-rél beszéltink. Ennek oka az, hogy a pozitiv, negativ fogalom a miveleti tulajdonsa-
gokon kivil mast is takar. Nevezetesen azt, hogy a 0-tél kilénbdz8 egész szamok hal-
mazat olyan két (idegen) részhalmazra lehet bontani, amelyek kdzll az egyikben az
Gsszeadas és a szorzas mindig elvégezhetd. Ez utébbiba tartozd szamokat nevezik po-
zitiv egészeknek, a masikba tartozdkat pedig negativoknak. Bizonyithatd, hogy az egész
szamok halmazat csak egyféleképpen, az ismert médon lehet igy két részhalmazra bon-
tani. Hasonl6 igaz Q-ban is. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a szAmegyenes két fele
— a szamok szempontjab6l — nem azonos szerepet tolt be.




