A pozitiv szamok kdzépertékei

FITOS LASZLO

Ebben a cikkben olyan bizonyitasi modszert mutatok be, amellyel a szamtani,
meértani, harmonikus és négyzetes kdzép kozott fenallé egyenl6tlenségek harom és
tobb pozitiv szam esetén ugyanolyan modon és ugyanolyan egyszer(ien igazolhatok,
mint két pozitiv szam esetén.

1 Legyen a és b (a<b) két tetszbleges, pozitiv, valés szam! Jel6ljik a szamtani,
mértani, harmonikus és négyzetes kdzepiket az Sz, M, H és N kezd&betlikkel! Azt
kell bizonyitanunk, hogy

adH<M<Sz<N<b,

a< < Vb <A < <b
a+b 2 2

El6szor a legismertebb M i Sz egyenl6tlenséget igazoljuk. Vegylnk fel a Igx
fuggvény gorbéjén tetszés szerint egy a abszcisszaju A és egy b abszcisszaju B
Pontot az a 5 b feltételnek megfelelen! (1. abra) Mivel a Igx fuggvény a 0 <x <*°

1 dbra 2. dbra

'n,ervallumban konkav, ezért az AB har F felez6pontja a fiiggvénygoérbe “alatt” van,
°Vetkezésképpan az F pont ordinatajara teljesul, hogy:

tetJabslgizt>

(ahol az egyenléség akkor érvényes, ha a=b), azaz
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Igvab < Iga *+b
Ebbdl pedig, mivel az Igx fliggvény szigorian monoton novekedd,
Vab £ a+b

AH & M egyenl6tlenség visszavezethet6 az el6bb bebizonyitottra Ggy, hogy a
helyébe 1a-t és b helyébe Vet (runk, hiszen ha a>0 és b>0, akkor Va0 6s1*.0 is
fenndll, tovabbé

VTT<"b
ab 2

atrendezéssel:

2ab < Va
a+b
Az Sz < N egyenl6tlenséget az x2fiiggvény grafikonja segitségével bizonyitjuk be.
Mivel az x2fliggvény gorbéje a O < x < » intervallumban konvex, ezért a fiiggvény-
gorbén felvett a abszcisszaju A és b abszcisszaju B pontot 6sszeké6td hur F felez6-
pontja a gorbe ‘felett" van (2. abra). Ezért az F pont ordinatajara fennall, hogy:

a2+b2/>\ia4b>@

amibdél négyzetgydkvonassal kapjuk az
a+b -yar+b*
2 - 2
allitast, hiszen kisebb pozitiv szdm négyzetgytke kisebb, mint nagyobb pozitiv
szamé. Az egyenl6ségjel itt is akkor érvényes, ha a=b. Az
a< 2ab
a+b

egyenl6tlenség a-val osztva és rendezve, ekvivalens az a + b < 2b egyenl6tlenség-
gel, ami az a < b feltétel alapjan rogton belathato.

3. dbra 4, &bra
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Vv ~fAr b
egyenl6tlenség négyzetreemeléssel és 2-vel valé szorzassal az
a2+ hb2<2b2
alakot olti, ami az a < b feltétel szerint szintén igaz.
2. Ezutan harom tetsz6leges, pozitiv, valés szam: a, b, ¢ (a <b S c) esetén bizo-

nyitjuk be a harmonikus, mértani, szamtani és négyzetes kdzepeik kozott fennallé
kovetkezd egyenlétlenségeket:

as st e S b
O o]

a’b ¢

Kezdjuk most is az M < Sz egyenl6tlenséggel!

A Igx fuggvénygorbéjén az a feltétel szerint felvett, de egyébként tetszéleges a
abszcisszaju A, b abszcisszaju B és ¢ abszcisszaji C pontokat 6sszekdtve (3. bra)
egy ABC haromszéget kapunk, amelynek S sulypontja az ABC haromszdg belsejé-
ben van, vagyis a gorbe “alatt”, hiszen a Igx fliggvény gorbéje a O<x<~> intervallum-
ban konkav. Ezért az S sllypont ordinatdja:

lgat+lgb+Ilge .a+b+c
3 "9 3 '
vagyis azonos atalakitasokkal:
lg-"abc <lga+g —

és ebbdl
lofc<a+|£c>

mert két pozitiv szam kodzil az a kisebb, amelynek 10-es alapu logartimusa kisebb.
Egyenl6ség az a = b - c esetben érvényes.

Erre az egyenl6tlenségre visszavezethet6 a H(a;b;c) < M(a;b;c) dsszefiiggés, ha
a,b,c helyébe rendre Va, Wb, Vict helyettesitlink.

Ugyanis a helyettesitéssel kapott

1 1 1
1/11 1 a+b+c
abec 3

egyenl6tlenség atrendezéssel a vele ekvivalens

Bgyenl6tlenségbe megy at.

Az Sz £ N egyenl6tlenség bizonyitasara itt is, mint két szam esetén, az x2fliggvény
gorbéjét hasznalhatjuk fel (4. abra). Az A(a;a2) B(b;b2); és C(c,c2) pontok altal meg-
hatarozott ABC haromszdg S sulypontja az x2fliggvény grafikonja 'lelett" van, vagyis
a* S pont ordinatajara:

minthogy az x2fliggvény a 0<x<~ intervallumban konvex, ebbdl pedig

at+b+c ara*+b*+ &~
3 3

mert az x2fliggvény a 0<x<°° intervallumban szigoridan monoton né.
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Az

3 3abc
1 1 1 ab+ac+be
R B R
abc
illetve

egyenl6tlenségek rendezéssel az
ab + ac + be < 3bc,

illetve

alakba mennek at, amelyek az a < b < c feltétele alapjan nyilvanvaléan igazak, tehat
az eredetiek is fenndllnak. Az egyenl6ség mindeniitt az a = b = ¢ esetben érvényes.

3. A haromnal tébb, de véges szamu pozitiv, valés szam fenti kdzepei kozott is
ugyanaz a nagysagbeli sorrend, mint két vagy harom szam kdzepei esetén. Tovabba
most is ugyanazokkal a fiiggvénygorbékkel és ugyanolyan modon végezhetjik a
bizonyitasokat, mint a 2. részben, de itt a fuggvénygorbébe it A*.-.A,, (n <4)
konvex sokszdg S sulypontja nem a sokszoglap sulypontjat, hanem a sokszdg
csucsainak mint pontrendszernek a sulypontjat jelenti és ez mindig a konvex sokszdg
belsejében van (lasd Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba, Budapest, 1966.
305-306. és Szikszai Jozsef: A hatvanykdzepek, Budapest, 1987. 49-51.). Tehat az
S pont a gorbének mindig ugyanazon az oldalan (partjan) van, amelyiken a beirt
konvex sokszdg. Es ez a kérilmény (tétel) a bizonyitasnak donté momentuma.

4, Besorolhatjuk az eddig targyalt kozepek kozé az V2 kitev6jli hatvanykozepet
(mas néven négyzetgydkds kozepet) is. Jeldljuk NGy-vel! Az a és b pozitiv, valés
szam n kitev6ji hatvanykozepe:

V +bn>

| 27

Ebbdl az V2kitev6jl hatvanykozepet az n = Mc helyettesitéssel kapjuk:

azaz

Ez a kozépérték a mértani és a szamtani kozép kozé esik:
M & NGy < Sz, vagyis

Bizonyitas:

Az egyontetliség kedvéért bizonyitsunk itt is fliggvénygrafikonokkal! A Igx fiiggvény
grafikonjan az a b feltételnek megfeleléen felvett A(Va;lgVa) és B(Vb lgvET) pontot
0szekoté har F felez6pontjanak ordinataja (5. abra):
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amibdl

VaiT<

Az NGy < Sz egyenl6tlenség bizonyitasara a VxTfiiggvény gorbéjét hasznalhatjuk
fel (6. abra). Az A(a;Va) és B(b;Vb) pontokat 6sszekdtd hur F felez8pontja a gorbe
“alatt” van, ezért a felez6pont ordinatdja:

Va+VWb <yja+b

amibdl négyzetre emeléssel:

Va + \Vb" atb

A mértani négyzetgyokos és szamtani kozép kozti 6sszefliggést harom és tobb
pozitiv szdm esetén is a Igx és a VX' fliggvény grafikonja segitségével ugyanolyan
maodszerrel bizonyithatjuk, mint két pozitiv szdm esetén, és Ugy, ahogy azta 2. és 3.
részben tettik.

5. dbra 6. abra
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