A magyar modszer

HUJTER MIHALY

Ebben a tanulmanyban harom magyarmatematikaifelfedezésréllesz sz6. Mind-
egyik alapvet6jelentdségliimindaz elmélet, minda gyakorlatialkalmazas szem-
pontjabdl. Mindegyik egész tudoméanyéagak kifejlesztésétinditotta el. Sajnalatos
ma&don azonban Magyarorszagon az oktatadsban nem nagyon esik sz6 egyik
felfedezésrdélsem.

Mindharom felfedezés tipikusan magyar gondolkodasmaodot tiikroz. Kozos 1é-
nyegik, hogy egy-egy problémara konstruktiv és fraf>pans megoldast adnak.
Huszéaroséan a dolgok kézepébe vagva megmutatjak, miaprobléma megoldasa-
néala lényeg. (A dolgok kbzepébe vagas majdnem sz4 szerint értendd, mert
mindegyik eredmény egyfajta szétvagasa az osszes lehet6ségnekkét vildgosan
elktldnithetd osztalyba.) De mindhdrman nemcsak a megoldast adjak meg\
hanem annak helyességét is kézenfekvévé teszik. Mar csak azértis tanitani
kellene ezeketaz eredményeket.

A harom magyar matematikus: Farkas Gyula (1847-1930), K&nig Dénes (1884-
1944) és NeumannJanos 903-1957). A harom eredmény a kdvetkezé harom néven
ismeretes a nemzetkdzi szakirodalomban: Farkas-lemma (1902), Kénig-féle magyar
modszer (1916) és a Neumann-féle nyeregponttétel (1928). Ebben a kéziratban
sgy-egy rendkiviil leegyszer(sitett példa segitségével probaljuk meg felvillantani a
hérom felfedezés Iényegét. A harom példa sok hasonlésidgot mutat, és ez nem
véletlen. Ha évtizedekkel késébb is, de kiderilt, hogy a sz6banforgd harom felfede-
zés - bar egymastol fuggetlenil keletkezett - elméletileg szoros kapcsolatban all
egymassal. Tulajdonképpen egymashbdl is levezethetdk. Kozés lényegiik az operaci-
Okutatas tudomanyag egyik legfontosabb tétele, az Un. dualitas-tétel. (Adualitas-tétel
elsé megfogalmazdja egyébként éppen Neumann Janos volt 1947-ben.)

A Farkas-lemma egy egyszerisitett valtozata a kdvetkezS: n darab ismeretlen
valés szamrol (x, y, z,...) annyit tudunk, hogy érvényes rajuk m darab “Jo" tipusu
e9yenl6tlegség, melyeket (1), (2),..., (m) jelekkel jeldlink. Ezek az egyenl6tlegségek
Mind olyan alakuak, hogy az n ismeretlen koziil néhany (legalabb egy, legfeljebb n-1
darab) tetszdlegesen kivalasztott ismeretlen 6sszege nem negativ. Azt kellene eldon-
teni, hogy vajon biztosan éllithatjuk-e, hogy az 6sszes ismeretlen 6sszege is nemne-
9ativ. (Azt az egyenl6tlenséget, mely az 6sszes ismeretlen 6sszegének nemnegati-
v'tasat allitja, (*)-gal jeléljik.)

Nézziink mindjart egy példat! Tegyik fel, hogy tudjuk a kévetkezbket:

1) x+y+z+u £ 0
) x+y+v i 0
3) y+z+u+v £0
Kovetkezik-e ezekbdl az alabbi?

0 X+y+z+u+v £0
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Vagy igen, vagy nem! De ezt hogyan tudjuk eldénteni? Es ha mar tudjuk a valaszt
(mert vagy megsejtjik, vagy azt suUgja valaki, vagy valamilyen révidebb-hosz-
szabb,esetleg hibas matematikai okoskodas révén kiszamitjuk), akkor hogyan tudjuk
az eredménytegyszeri modon ellenérizni?

Ha azt kiséreljik meg bizonyitani, hogy az utolsé egyenl6tlenség nem koévetkezik
az el6z6ekbdl, akkor a bizonyitasunk nagyon frappans lehet gy, hogy mutatunk egy
ellenpéldat. Azaz mutatunk olyan x, y, z, ... értékeket (raadasul mindegyik egy-egy
egész szam), melyekre (1), (2), ..., (m) mindegyike fennall, de (*) mégsem. (Termé-
szetesen az altalunk megadandoé értékek kdzott negativ szamnak is kell lenni.) Afenti
példanal az x=z=u=v=-1, y=3 értékek mutatjak, hogy (*) nem kévetkezik az (1), (2) és
(3) egyenl6tlenségekbdl.

De mi van akkor, ha mégis kdvetkezik az utols6 egyenl6tlenség az el6z6ekbbl?
Akkor ezt atényt hogyan tudnank bizonyitani? Avéalasz az, hogy valahogyan levezet-
y2Z4r(*)-ot (1), (2)..... (M)-bd6l. Példaul Ggy, hogy valamely nemnegativ egész a, p, Y, ...
szamokkal megszorozzuk a megadott n egyenl6tlenséget, aztan az igy nyert egyen-
I6tlenségeket mind 6sszeadjuk. (A dolognak - természetesen - csak Ugy van értel-
meg, ha O<a + p +y+ ...) Ha sikerul elérniink a, p, y, ... lgyes megvalasztasa révén,
hogy a megkapott dsszeg-egyenl6tlenségben minden ismeretlen egyiitthatoja azo-
nos szam legyen, akkor ezzel a szammal leosztva a sz6banforgé 6sszeg-egyenl6t-
lenségnek éppen (*) egy bizonyitasat nyerjuk.

Afentieket azzal a példavalillusztraljuk, amikor afenti harmadik egyenl&tlenségbdl
toroljik az y ismeretlent. Tehat most azt kellene bizonyitanunk, hogy az

X+y+z+u >0
X+y+v >0
z+u+v >0
egyenl6tlenségekbdl kdvetkezik az
X+y+z+u+v >0

egyenl6tlenség. Valéban, mar egyszerlien a=p=y=I| értékekre is célt érlink, hiszen
az els6 harom egyenl6tlenség 6sszege

2X+2y+2z+2u+2v >0
azaz
X+y+z+u+v>0

Farkas Gyula azt bizonyitottad (tulajdonképpen sokkal altalanosabb formaban),
hogy akarmi is az igazsag a megadott n ismeretlenre és m egyenl6tlenségre, a fenti
kétmaodszervalamelyikévelmindig bizonyitanilehetazt, amizto\\ egyenlétlenségek-
re éppen igaz. Természetesen azt még ki kell talalni, hogy mik legyenek az ellenpél-
daban az ismeretlenek értékei vagy mik legyenek az a, p, y, .. értékek. De erre is
ismeriink konstruktiv kiszamitasi modszereket. (Sajnos ezek részletezésére itt és
most nem kerilhet sor. Bizonyos esetekben példaul éppen a kés6bb ismertetendd
magyar modszer ny(jthat segitséget.)

Most ratériink Neumann Janos tétele egy specialis esetének ismertetésére egy
példa révén. Képzeljik el, hogy egy vizsgara készilink. Tegytk fel, hogy (ajanlott
irodalomként megadott) m darab konyv egyutt tartalmazza az anyagot, viszont
nekink csak egyetlen kdnyv elolvasasara maradt idénk. Kihirdették el6re, hogy
milyen kérdések lehetnek majd a vizsgan (n darab), amibél egyet fogunk megkapni-
A kérdést nem huzzuk, hanem kapjuk majd a vizsgaztatotdl, ezért azzal is szamol-
nunk kell, hogy a nehezebb kérdéseket nagyobb valészin(iséggel is adhatja. Minden
esetre minden kivalaszthaté kdnyvhoz és minden lehetséges kérdéshez w q ju « €lére
(példaul a konyvek tartalomjegyzékét atfutva), hogy tudjuk-e majd a vizsgan a valaszt
vagy sem. Ezeket az adatokat egy tablazatba foglaljuk. Atablazatnak m sora lesz és
n oszlopa. Az i-edik sor és aj-edik oszlop metszetébe egy csillagot tesziink akkor, ha
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az i-edik koényvet elolvasvan meg tudjuk majd véalaszolni a j-edik kérdést (ha nem
tudjuk majd megvalaszolni, Uresen hagyjuk a helyet). Most azt szeretnénk tudni,
hogy milyen megfontolas alapjan valasszuk ki az elolvasand6 kdényvet, hogy minél
kisebb esélylink legyen a bukasra. Hangsulyozzuk, hogy az esély itt igy szamitando,
hogy nem tudjuk, melyik kérdést milyen val6szinliséggel kapjuk majd meg, s6t inkabb
azt kell feltételezniink, hogy éppen arra térekedik majd a vizsgaztaté, hogy minél
nagyobb valészinliséggel megbuktasson benniinket. (Itt a szerz6 megkdveti a felté-
telezés miatt mindazon olvasoit, akik maguk is vizsgaztatni szoktak, és nem értenek
egyet az ilyen stilusi vizsgaztatassal. Maga a szerz6 sem ilyen elvek alapjan szokott
vizsgaztatni.)
Nézzink egy konkrét példat! Tegyuk fel, hogy a tablazatunk a kdvetkez6:

Probéljunk el6szér megvalaszolni példaul egy olyan kérdést, hogy van-e minden-
képpen legaldbb \5 esélyiink arra, hogy atmenjiink a vizsgan, ha jél valasztjuk meg
a konyvet. Ha tudnank példaul azt, hogy mind a 7 kérdés egyforman valdszin(, akkor
a 2. kdnyvet valasztanank, és Vt lenne az esélyiink a sikeres vizsgéara, hiszen a
kérdéseknek pontosan a 3A-ére tanuljuk meg a valaszt. De a vizsgaztatd akar el6re
eldontotten kérdezheti a 4. kérdést (mivel azt vélheti legnehezebbnek), ami sza-
munkra biztos bukast jelent, ha a 3. kdnyv elolvasasat eleve kizarjuk. Viszont azt sem
mondhatjuk, hogy a 3. kdnyv a legjobb, hiszen ezt elolvasvan csak a 4. vagy a 6.
kérdésre tudunk majd valaszolni.

Most a fenti példara bebizonyitjuk, hogy egy kis kockazatvallalas révén ugyan,
T-nyi esélyt mindenképpen el tudunk érni a sikeres vizsgara. Nézziikk meg hirtelen
a karérank masodpercmutatéjat, és annak figgvényében, hol all a mutatd, valasz-
szunk egy kdnyvet. Ha az els6 10 masodpercben all, a 2. kdnyvet valasszuk, ha a
masodik vagy harmadik 10 masodpercben, a 3. kényvet, ha a negyedik vagy 6todik
10 méasodpercben, akkor a 4. kényvet, ha az utolsé 10 masodpercben, akkor az 5.
kényvet. Az elsd és a két utols6 kdnyvnek pedig ne adjunk semmi esélyt. Mit ériink
el ezzel? Azt, hogy most barmit is kérdez a tanar, legalabb VS esélyiink mindenkép-
pen lesz arra, hogy atmenjiink, hiszen mindegyik oszlop esetében az oszlopbeli
csillagokra egyutt legaldbb "20 masodpercnyi esély” jut.

Most vizsgaljuk meg a kérdést 33% helyett 34%-0s esélyre. Probaljunk meg talalni
egy olyan sulyozast a sorokra, hogy minden kérdésnél legalabb 34% esélylink
le9yen. Sulyozason olyan P,, P2 ..., Pmnemnegativ raciondlis szamokat értink,
melyek 6sszege 1, és az 1., 2....... n szamok kdzul minden egyes j értékre azt
szeretnénk, hogy mindazon P, szdmok 0sszege, melyekre a j-edik oszlop i-edik
eleme egy csillagot tartalmaz, legalabb 0,34. Sehogyan sem fog sikerulni ilyen
stlyozast talalni! Allitjuk, hogy ez azt jelenti, hogy nem is lehetséges egy ligyes tanar
sllenében esélyeinket 34%-ra novelni. De miért? Probaljuk meg most ezt bizonyitani.
Konkrét példank esetében a tanart semmi sem akaddalyozza abban, hogy példaul
csak az els6 és a két utolsd kérdés kozul valogasson, raadasul egyforma valészin(-
séggel adja ezek barmelyikét. Ekkor- mivel egy olyan kényv sincs, amivel egyszerre
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két vagy harom kérdésre is “ra tudunk késziini" ezen harom kérdés kozil - esélye-
inket nem tudjuk 1$ folé vinni.

Ezt a fajta bizonyitasimodota kdvetkez6képpen altalanosithatjuk: Ha azt akarjuk
bizonyitani, hogy bizonyos 0<v<| szamara nem tudjuk az esélyeinket v f6lé vinni,
akkor megproébalkozhatunk olyan q1( g2 ...,gnnemnegativ racionalis szamok keresé-
sével, melyek dsszege 1, és barmely i-re (i=1,2 .....m), mindazon gj szamok 6sszege
legaldbb v, ahol az i-edik sor és aj-edik oszlop metszetében csillag van. Ha talalhato
az oszlopoknak ilyen sllyozasa, akkor a tanar a sllyozas mentén vélasztva a
kérdések kérdezésének valdszinliségét eléri, hogy ne legyen v-nél nagyobb esé-
lyunk egyik kbnyvre sem.

Neumann Janos bebizonyitotta (altalanosabb tétel formajaban), hogy minden
O<v<I értékre vagy a sorokra, vagy az oszlopokra egy fenti értelemben vett stilyozas
mindig talalhatd. A silyozasok megkeresésének modjat most nem tudjuk részletezni.
Csupan annyit mondunk rola, hogy Iényegében ugyanugy keresheték a sulyok, mint
a Farkas-lemma esetében az egyenletek szorzdi ill. az ellenpélda valtozoértékei.

Most mar ratériink a Kénig-tételre. Most is adott egy ugyanolyan tablazat, mint az
el6z6 feladat esetében, de most azt is feltesszik, hogy m=n. Most azt kérdezzik,
hogy legfeljebb hany csillagot lehet bekarikazni a tablazatban ugy, hogy minden
sorban és minden oszlopban legfeljebb egy csillag legyen bekarikazva. (Jeldlje ezt a
legnagyobb szamot ji.)

Természetesen az 0sszes lehetséges esetet végig lehetne probalni, de ez tul
sokaig tartana. Frappansabb megoldast kerestink. Példaul azt allitjuk, hogy a fenti
konkrét példa esetében an » 6. Azt, hogy pl. 5 csillagot be lehet karikazni, kénnyen
bizonyitjuk, mert egyszer(ien mutatunk egy példat (I. aldbb). Az érdekesebb kérdés
az, ha lehet, hogyan lehet t6bbet, ha nem, miért nem. Azt, hogy n-nél tébbet nem
lehet, példaul 4gy lehetne bizonyitani, hogy mutatunk k szdmu sort és n-k szamu
oszlopot Ugy, hogy ezek egyiitt az 6sszes létez6 csillagot tartalmazzak. Ez - gondol-
juk csak meg - mar kizarja, hogy n-nél t6bb csillag legyen bekarikdzhat6. Kénig
Dénes bebizonyitotta, barmely n értékre vagy talalhatok ilyen sorok és oszlopok,
vagy pedig n darab csillag bekarikazhato.

i 8
* * *
) 0
. * 2
a
: 0
* *
0 *

Kénig tételének bizonyitasatfel is vazoljuk: Tegyik fel, hogy M darab csillagot be
tudtunk karikazni a tablazatban. Most egy 1-es szam odairasaval jel6ljik meg mind-
azokat a sorokat, melyek nem tartalmaznak bekarikazott csillagot. (A konkrét példan-
kon M-5, és a 2. és 6. sorok kapnak egy-egy ! -est.) Ezutan nézzilk meg, van-e olyan
sor, amely sem nem tartalmaz bekarikazott csillagot, sem nincs megjelélve szammal.
Ha talalunk egy vagy tobb ilyen sort, mindegyikbe prébaljunk talalni egy olyan
csillagot, amelyik oszlopaban még nincs bekarikazott csillag. Ha sikeril ilyen csilla-
got talalni, mar meg is tudtuk novelni M értékét. Ha nem, minden 1-es jel( sor minden
csillaganak oszlopaiban a bekarikazott csillagokat karikdzzuk be duplan, és probal-
junk meg a duplan bekarikazott csillagok soraiban olyan csillagot keresni, aminek
oszlopdban még egyik csillag sincs bekarikazva. (Konkrét példank esetében a
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baloldali harom csillag kerll duplan bekarikazasra.) Ha sikeril ilyen szabad csillagot
talalni, akkor ezt bekarikdzhatnank, a sordban a bekarikazott csillag bekarikazasat
feloldhatnank, és annak oszlopaban talalnank egy masik bekarikdzhaté csillagot. igy
M értékét tudnank novelni. Konkrét példankban az els6 oszlopban van egy szabad
csillag. igy a kdvetkez§ konfiguraciot nyerjik:

fi

Most ebbél a helyzetbdl csindljuk ugyanazt, mint fent. A példank esetében a 6. sor
kap egy 1-es jelet, és a balrol masodik és harmadik bekarikazott csillag lesz duplan
bekarikdzva. Ezen utobbiak soraiban nincs szabad csillag. Ezért ezeket a sorokat
2-es jellel jel6ljik meg, és a 2-es jell sorokkal csindljuk ugyanazt, mint az elébb az
1-es sorokkal. Ha taldlunk szabad csillagot a 2-es jelli sorok szimplan bekarikazott
csillagainak oszlopaiban, akkor tudjuk névelni M értékét. Ha nem, 3-as jelli sorokat
nyertnk, és ezt az eljarast folytatjuk amig csak lehet. Végul is vagy tudjuk névelni M
értékét, vagy pedig néhany sort szammal megjeldlink Ggy, hogy a megjeldlt sorok
egyikében sincs szabad csillag, de a legnagyobb szammal megjelélt sor csillagainak
oszlopaiban minden bekarikazott csillag duplan is bekarikazott mar. Most azt kell
észrevenniink, hogy a duplan bekarikazott csillagok oszlopai és a szimplan bekari-
kazott csillagok sorai egyitt az 6sszes be nem karikazott csillagot is tartalmazzak.
Azaz megkonstrudltuk az M=|i egyenl6séget bizonyité sorokat és oszlopokat. A
konkrét példank esetében a kdvetkez6kre jutunk:

P “ 2

1
d * 2

Val6éban, az 1., 3. és 4. sorok, tovabba a 2., 3. és 5. oszlopok minden csillagot
tartalmaznak. Azaz n = 6.

Azzal a megjegyzéssel zarjuk ezt az irast, hogy Kénig Dénes fent emlitett médsze-
rét Egervary Jend (1891-1958) fejlesztette tovabb 1931-ben. Az amerikai Kuhn
1955-ben Kénigrétés Egen/aryrolnevezte el a modszert ‘Hungarian method’k\ak,
azaz magyar modszernek. Ezen a néven tanitjak szerte a vilagon. A moédszer mind
oktatési, mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl nagyon jelentds. Gyakorlati
szempontbdl talan az Un. szallitasifeladatxdQuo&sbX&) a legjelentdsebb, de egé-
szen meglepd alkalmazasai is vannak, példaul anyagszerkezeti vizsgalatoknal. (A
jelen sorok szerz6je pl. a MALEV menetrendje tervezéséhez tudta segitségil hivni.)
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Hozzateszem...

...hogy a magyar médszerrél a Miskolci Egyetemen hallottam el6szor, egy szakmai tanacsko-
zason. A téma is érdekes volt, de Hujter Mihaly is igen érti a médjat az érdeklédésfelkeltésnek
és a figyelem ébrentartasanak. Nagyszer(, szellemes el6adasat nagyon élveztem. Természetes,
hogy megkérdeztem, megirna-e a lapnak. Véalaszképpen kezembe nyomott egy fiizetet, egy
izléses kivitel(, j6l szerkesztett kiadvanyt, a Pi matematikai foly6irat 91/92-es els§ szamat -
“ebben megtalalod".

A Pi a Miskolci Egyetemen és korzetében dolgoz6 matematikatanarok és didkjaik szdmara
késziilé Ujsag. “Szandék szerint évente kétszer jelenik meg, a tanév felosztadsanak megfelel6en
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- olvashat6 az els6 oldalan.

Szinvonalarél az atvett cikk is tandskodik, de lapozzuk végig a(z eddig egyetlen) szamot!

Az els6 oldalakon PaczeitIstvan dokan ad hirt a szeptemberben induld, Uj matematikus-mér-
nok szakrél. (Err6l az Iskolakultira 1991/10. szam hirei kz6tt is részletesen olvashatnak az
érdekl6dok.)

Kiss Elem érmarosvasarhelyi tanar cikkének témaja az analdgia alapjan valé kovetkeztetés
szerepe a plauzibilis sejtésben. Cime Az analdgia szerepe a mértan feladatok megoldasaban.

Hujter M ihdly irdsa kovetkezik Magyar m6dszera kombinatorkdban és az operacidkutatas-
ban.

A Feed-backaz 1991-es és 92-es felvételi feladatokat, az elmult évi Kiirschdk J6zsefM ate-
m atkai Tanuloversenyta SchweizerM kids F/w/a”"ASéwyfeladatait tartalmazza. Talalhatunk
még itt altalanos iskolasoknak, kdzépiskolasoknak és egyetemistaknak szol6 - a tanari munkat
ill. a felkészulést seqitd - feladatokat a matematika szamos teriletérél. A flizetet So6s Ferenc
érdekes fraktal-képei diszitik. Ezeket néhany szdval be is mutatja alkot6juk.

Most késziil a Pi masodik szama. A lap munkdjat segiteni szandékozé cikkek, feladatok
megoldasok a kdvetkezé cimre kildheték:

Kortesi Péter,
Miskolci Egyetem Matematikai Intézet,
MISKOLC 3515.

A SZERKESZTO
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