Roéviden a racsgeometriarol

CSOKA GEZA

A nagysikerl Oveges J6zsefEmlékverseny résztvevéinek 91 6szén masféloras
el6adasttartottam Tatdn. Megragadotta zomében elsds, masodikos gimnazista
hallgatosag érdekl6dd, fegyelmezett, de legaldbbis tiirelmes viselkedése, ahogy
a verseny faradalmaiutan még kovették az el6adast. Ez 6sztonzottarra, hogy a
diszkrétpontrendszerek ttmakodrének e szamomra oly kedves részétalapfokon
leirjam.

Ki ne latott volna racsot? (Mar a babiloniak is.) Racs van az ablakon, .racsszeriien
telepitik a gyiimolcsost, vonalazzak a flzetet. Jelenti ez pontok végtelen szabalysze-
r( elhelyezkedését, hogy barmelyikbdl tekintve az egész ugyanolyannak latszik. Az
egyenesen a racs egy egyenl6kodz( pontrendszert jelent, egyetlen jellemzéje a
szomszédos pontok tavolsdga. Ennek szamszorosaval eltolva a rendszer 6nmagaba
meg at (1. abra).

Vegylnk fol a sikon egy Oij derékszogl descartes-i koordinatarendszert és adjunk
meg két, nem parhuzamos u és v vektort! AT={p | p=xu+yv; X, y €gész} ponthalm azt
racsnak nevezziik, az u és v vektorokat pedig a racs &a?/jsanak (2. dbra). Az x ésy
egészek az adott pont koordinatai az u, v bazisban. Ha az orig6t egy masik racspont-
ba vennénk fol, ugyanezen bazissal ugyanezt a racsot kapnank. Ha a racs pontjaiban
kezd6d6 és végz6d6 vektorokat racsvektornak nevezzik, akkor ugy is mondhatjuk,
hogy a racs egy racsvektorral val6 eltolaskor 6nmagaba megy at. A racsot egy olyan
pont palyajanak is tekinthetjik, amelyre az 6sszes au+bv alaki eltolast alkaimaz»
zuk, a, b egészekkel. Atranszformacios szemléletet erésitendd alkalmazhatunk
jelolést is. A siknak a racshoz tartozé pontjait az adott alaku eltolasokra ekvival®ii-
seknek mondjuk.

p=/tu+2v
oo <

1 dbra 2. dbra

Primitivaz az origébdl kiindulé6 au+bv racsvektor, melynek csak végpontjai racs
pontok. Ennek foltétele, hogy a és b Inko-ja +1 legyen. (1: Van-e tetszéleges
hosszu primitiv vektor? 2: Ha P(au+bv) és Q(cu+dv); mia feltétele, hogyf g
szakaszon ne legyen mas racspont?) Mint a 2. abran lathatjuk, a V racsot Ggy
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értelmezhetjik, hogy példaul az u altal megadott TO egyenesracsot eltoljuk a bv
vektorokkal, b egész. A b=1, 2,... értékekhez tartoz6 egyenesracsot elsd, masodik
stb. racsrétegneW mondjuk. Nyilvan sikracsunkat egy, a sikkal nem parhuzamos w
vektor cw egész szamszorosaival eltologatva térbeli racsot kapnank, amelynek a
kiindulasi racs nulladik racssikja. Az ilyen, egyenld tavolsagra 1évd sikok révén adédo
hullaminterferencia a kristalyok tanulmanyozasanak egyik legfontosabb eleme.

Réacsegyenes a sik azon egyenese, amelyen van legalabb két racspont (3: Van-e
végtelen sok is?). Ezzel kapcsolatos egy atlathatosagi kérdés: egy racspontbdl,
példaul az origébol huazott félegyenesen mikor van tovabbi racspont? (4: Adjunk
valasztnégyzetracs esetén.)

A 2. dbran kovethetjik, hogy nem csak u és v lehet bazisa a racsnak, hanem
példaul u-hoz véalaszthaté6 barmelyik, a v-szerinti elsd racsrétegbe mutaté vektor és
csak az; pl. kv, is ugyanazon racsrétegekbe fogja eltolni az u szerinti egydimenzids
r Oegyenesracsot. Tehat egy racs, sok bazis. Av, vektor példajaban a két kiilénb6z6
béazis: u és v, valamint u és v, azonos teriletli (alap-)paralelogrammat hataroz meg.
Ez a racsparallelogramma csak csucsan tartalmaz racspontot, az ilyent ¢//esnek
nevezik. Egy u, v bazis altal adott alapparallelogramma csak Ures lehet, hiszen a
nem csucsaban 1év6 sikpont koordinatdja az u, v-re vonatkozéan nem egész, tehat
ilyen racspont nincs.

Két nehéz kérdés: egy Uresparalelogramma oldalaimindig bazistadnak-e? Ha az
u, vbazisban félirunkkét vektort, vajon f=au+bv és g=cv+dvmikoradjak egy bazisat
a racsnak? Ez ugyanazon kérdés geometriai, illetve algebraifolvetése, a valasz az
elsére igenld, a masodikra: ha ad-bc=4.1. (1)

Mar volt sz6 arrol, hogy a racs az au+bv alaku eltolasokra nézve az origoval
ekvivalens pontok halmaza. A sik két (nem racs-) pontjat is ekvivalensnek nevezziik,
ha a racs valamely vektoraval egymasra tolhatok. A sik pontjait ezaltal osztalyokba
soroltuk, nevezzik a/aptartomanynaW a sik azon részét, mely minden osztalybol
egyetlen elemet tartalmaz. Az ilyen “nem ekvivalens pontok maximalis halmazara” j6
Példa az u, v alapparalelogramma ha elhagyjuk két élét. Egész pontosan az
A={p |p=au+(3v; 0<a,(5<1} részben zart négyszog. (3. abra.) (5: Gyakorlasképpen
igazoljuk!)

Az A tartomanyt minden racspontba el-
tolva a sik egyrétli és hézagmentes lefe-
dését kapjuk, ezt mozaiknak is nevezik.

Ha A-t egyik oldala mentén megtoldjuk egy
kisebb alakzattal, amellyel egybevagé
részt a parhuzamos oldal mentén elha-
9yunk, ismét alaptartomanyhoz jutunk. Ez
9 mivészi diszités egyik alapétlete,
helyhez mi csak egy halovany szemlél-
tetést adunk a 4. abran. Kit(ing, latvanyos
irodalma van (2). 3. dbra

Magasabb dimenziéban, tetszéleges bazissal megadott racs esetén komoly prob-

a legrévidebb racsvektor folkutatasa. Az ezt szolgal6 algoritmusok vizsgéalata
helyett bizonyitsuk be: ff: Minden racsnak van legrovidebb vektora, 7: A sikracs
egrovidebb és vele nem parhuzamos legrévidebb vektora egyiitt bazist alkot. Ez
u,6bbi, tehat hogy a sorozatos minimumvektorokrendszere bazis, nem igaz feltétle-
ndl a 3-nal nagyobb dimenzids racsokra. Ellenpélda a 4 dimenziés egységkocka egy
Cstcsbol kiindulé harom éle és testkdzéppontja altal megadott racs. A testkdzéppont
helyvektora VWL * + 12+ 12+ 12=1 hosszUsagu, tehat a legrévidebb vektorok valoga-
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tasanal a négy egy cslcsbdl kiindulé él és a fél testatlé johet széba. Ebbdl a négy él
nem alkot bazist, hiszen rendszerében a testkdzéppont koordinatai: Mc 12, M?, V2, -
nem egészek! 8: Sikracsban legfoliebb hany legrovidebb vektorlehet? Egy Q racs-
pont (Dirichlet-Voronoj-) cellajatalkotja a sik azon X pontjainak dsszessége, ame-
lyekre QX<PX, P és Q nem azonos racspontok. Nyilvan a Q-bol kiindul6é primitiv
vektorok felez6merdélegeseit kell megrajzolni és az adodo félsikok kdzil a Q-t tartal-
mazok metszete az alakzat (4. abra). 9:A cella Q-ra szimmetrikus, véges oldalszamu
sokszdg 10: Rombuszracs - \ u\=\v\ - celldja mikornégyszog?

A celldk a siknak egybevagd hatszog-parkettazasat adjak. (3)-ban szép bizo-
nyitasat talaljuk annak, hogy a sik konvex parkettdzasanak oldalszama nem lehet
nagyobb 6-ndl. Adott tertiletli n-szégek kozott a szabalyosnak van legkisebb kerilete.
11: Fogalmazzuk meg, milyen széls6érték feladatot oldottak meg a méhek a lép
folépitésével(a szamukra végtelennek tlinG keretben)i’ Ha mar itt tartunk, valaszol-
junk a kérdésre: 12:melyszabalyos n-szogek egybevagopéldanyaivalparkettazhato
kia sik/ Erdemes mar most megismerkedni a szabalyos haromszégraccsal (5.4bra);
|u|=]v| és szdgik 60°. Nevezzik illesztésnek ha két egybevagd haromszog teljes
oldal mentén csatlakozik egymashoz. Négy szabalyos haromszdgnek csak 3 kilén-
boz6 alaku illesztése van. 13:Hany illesztése van 5, illetve 6 szabalyos haromszdg-
nek? Hasonlo szoérakoztatdé kérdés: 14: Hanyféle konvex sokszég rakhatd dssze
szabalyos haromszogekbdl, illesztéssel, ha kilonbdzének csak azokat tekintjik,
amelyek 6 0°-0s és 1200-0s szdgeinek szama kulénb6z6?Mindkot feladat a szaba-
lyos haromszdgracsban kijeldlend6 alakzatokrél szol.

Vizsgaljunk meg néhany olyan kérdést, amelyek koré a racsgeometria egyes agai
fejlédtek ki, els6sorban ma-
gasabb dimenziéban bo-
nyolultak.

1.) A legnagyobb ures kér
kérdése: 15:r racshoz ha-
tarozzuk meg azon legna-
gyobb koért, amely nem tar-
talmaz racspontot.

4 dbra 5. abra 2-) Ftacsszeri elhelyezé-
sed. ha minden racspontba

egybevago alakzatot tesziink, és ezek éppen egymas eltoltjai, akkor az alakzat
racsszerl elhelyezésérdl beszélink. Ha példaul olyan koroket rajzolunk a pontok
koré, melyek sugara a legrévidebb racsvektor fele; (6. abra), akkor a kdrok nem
metszik egymast és kltltésrél beszéliink. Egy kitdltés sirliségét azzal a szammal
jellemezhetjik, amely megmutatja, hogy az alakzatok dsszessége a sikot milyen
aranyban takarja le. Esetlinkben ez éppen egy kor és egy paralelogramma terileté-
nek aranya. Erdekes a legnagyobb siirliséget add kitdltés, ezt a szabalyos harom-
szogracs adja. Lefedés az olyan elhelyezés, amelyben az alakzatok a sik minden
pontjat legalabb egy-

szeresen takarjak.

Ennek sirlsége a

paralelogramma és a e Vp N p?
lefed6 alakzat (pl. f i f\ L 7N
kor) teriiletének ha- vu J \ J g

nyadosa. Kor esetén

a legtakarékosabb,
azaz legritkdbb fe- 6. dbra 7. dbra
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dést szintén a szabalyos haromszogracs adja. Rajzoljuk le a két nevezetes esetet!

3.) Sdrités. Az u, v bazisu r racshoz vegyiik hozza a p=Y$u+VSv pontot, tehat az
atlé harmadat, (7. abra). Tudunk olyan racsot félvenni (példaul u, p) amely az eredeti
racsot, és annak p-vel eltoltjat is tartalmazo racsot ad. Ez utébbit a r s(iritésének
nevezzik. Bizonyitsuk be, hogy 16: Egy u, v bazisu racs akkor és csak akkor
s(irithetd egy P pontnak megfelel6en, ha P u, v-re vonatkozé koordinatairacionali-
sak. 17:Egy2 vagy3 dimenzids racs sritésénéla  racs legrévidebb vektorakisebb
lesz, minta s(ritend6Y bazisanak legnagyobb vektora. Térjlink vissza a testkdzép-
pontjaval s(ritett négydimenziés kockaracshoz. Gondoljuk meg, hogy itt az eredeti,
valamint a s(ritett racsban is éppen a kocka éle a legrévidebb racsvektor, tehat a
minimum itt mar nem csokkent! Az ilyen s(ritéseknek jelent6s irodalma van, a
dimenzidban félfelé haladva ez az eset a legelsd. 18: Keressiink mas ilyen 5-6
dimenzios kockas(iritést!

4.) Kvadratikus formék. A r racs egy u, v bazisaban adott p=x,u+x2v racsvektor
hosszanak négyzete p2=(xlu+x2v)2«u2xi+2uvx1x2+v2x2«allxi+2al2xIx2+a22x|, ahol

aik a megfelel6 skalaris szorzatot jeldli. Ebben a kifejezésben az aik egyiitthatok

ismertek és barmely x,,x2 egész valtozdkra a megfeleld vektor hosszanak négyzetét
2

adja. Ha csak a ~a,kxxk kvadratikus formatismerjik, akkor az a,-b&l és az a*-b6l
=i

gyOkvonassal megkapjuk az u és v hosszat és al2=uv (uv= |u | |v |cos(u,Vv)) alapjan
a szogiket, tehat a forma és a bazis kozott van megfeleltetés. Varhatd, hogy egy
tetsz6legesen folirt kvadratikus formahoz még az aik=ak teljesiilése mellett sem fog
foltétlenul bazis, tehat racs tartozni. Az azonos rdcs mas-mas bazisaihoz tartozo
formak kozott kell legyen valami kapcsolat. Ha a formahoz R3-ban az
N(x,y,z)«(allPal2,a1?) pontot rendeljiik, akkor az “egyiitthaték terében" vizsgalhatunk
bizonyos forma, tehat racstulajdonsagokat. Ezek a kérdések mar messzebbre vezet-
nek.

Véalaszok

1. Igen, példaul (u,1). 2: Inko (a-c, b-d)=1-3: Igen. 4. ha az u-val bezart szégének
tangense raciondlis. 5: Szokasos indirekt okoskodassal. 6: Ellenkez6 esetben az
origo kordli |u | sugara kérben végtelen sok racspont lenne. Ha az alapparalelog-
rammaterilete TOés nagyobb &tléja | hosszu, akkor az |u |+l sugarl kérben végtelen
sok T terllet lenne. 7: Legyen |u | minimalis, a vele bazist alkot6 vektorok a * els6
racsrétegben vannak. Igazoljuk, hogy a masodik legrévidebb v vektor nem jehet
tavolibb rétegben. 8: az origd korili kdron vannak, azért +6. 9: A Q-ba folvett tu, v
vsktorok felez6merélegesei egy paralelogrammat adnak. Ennek nagyobik atléja I. A
Q koruli 1sugard kérdn kivili racspontok mar nem adhatnak cellaoldalt. 10: Ha u és
v Mer6legesek. 11: A sik adott teriilet(i egybevagé n-szdgekkel valé legtakarékosabb
' azaz legrovidebb falhosszUsagu - kirakasa. 12: n=3,4,6. 13: 4 illetve 12. 14: 6 féle
15: Legyen u a legrévidebb, v az u-val nem parhuzamos legrévidebb vektor, tovabba
S26gik nem nagyobb 90°-nal. A haromszdgiik koérilirhatd kore. 16: El6bb egyenes-
racsra bizonyitsuk be! 17: Az u és v paralelogrammajanak barmely P pontja kdzelebb
van egy csucsahoz, mint az oldalak nagyobbika. Ezt belathatjuk, ha P-t a legkoze-
lebbi oldalra vetitjiik, majd azon a kézelebbi csiccsal 6sszekotjik. 18: Az 6tdimenzi-
°s kocka s(irithetd a kozéppontjaval. Ugyancsak s(irithet6 egy négydimenziés kocka-
aPja, de kett6 mar nem, mert az Uj pontok tul kozel lennének. A hatdimenzios
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slirithet6 a kozéppontjaval, egy 6tdimenzios lapkockaja, vagy egy illetve kettd (jol
valasztott) négydimenzids lapja.
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