A vektorfogalom kialakitasa
FATALIN LASZLONE

Egy témakér tanitdsa el6tt alapvetden fontos a benne szereplé fogalmak, méd-
szerek fojlédéstorténetét 4ttekinteni, hiszen ezen elemzések birtokdban lehet
csak olyan hatékonyabb oktatdsi médszereket taldini, melyek alkalmazésakor
az ismeretek nem véinak formélissé vagy hamissa.

A vektorfogalom kialakitasanak problematikéjaval szamos cikk foglalkozott, oktata-
séhoz sok értékes észrevétel, javaslat sziiletett, melyek nagy részét a tantérgyi refor-
mok sordn nem vették figyelembe. A cikkek els&sorban harom kérdéskort vizsgéltak: a
geometriai vektor és az iranyitott szakasz kapcsolatat; a vektortér axiomatikus tanita-
sét; a fizikai vektormennyiségek és a matematikai vektor kapcsolatat.

A vektorfogalom tdrténeti kialakuldsanak vazlatos 4ttekintése utan e harom kérdés-
kor kerill ismertetésre.

A vektor fogalmanak térténeti kialakuldasa

A vektorfogalom megalkotasét a fizika tette szilkségessé. A vektorok elméletének
legegyszer(ibb része, a vektoralgebra is viszonylag késén, alig masfél évszazada ala-
kult ki. Ez meglep&nek tinhet, ha arra gondolunk, hogy mar a klasszikus fizikdban
szamos irdnytél fiiggs mennyiség szerepelt, de a vektorfogalomban a mdveleti tulaj-
donségok jatsszak a dontd szerepet. Az irdnyftott fizikai mennyiségeket eleinte nem
tekintették vektornak, csak ha a paralelogramma szabély szerint volt 6sszegezhetd. A
maésodik fazisban a vektor kritériuma az lett, hogy vektorként transzformélédik. Ez az
elképzelés olyan mélyen meggydkerezett a matematikaban is, hogy még az 1960-as
években is jelentek meg magas szinvonal(i matematika kdnyvek, melyek ezt a felfo-
gast tilkrozik. A harmadik, jelenlegi szakaszban vektor kifejezésen mindig egy adott
struktirajG halmaz elemét értjik. A vektorfogalom megalkotasaban tehét nem az iré-
nyftott mennyiség fogalma, hanem a m(veletek jatszottak a déntd szerepet. A vektor-
elmélet fojlddése megismételte a matematika fejl6dési fazisait és hosszl ideig megtar-
totta szoros kapcsolatét a fizikaval. Ezt bizonyftja a kdvetkez6 vazlat:

1. vektoralgebra: Grassman (1809-1877) német gimnaziumi tanér; szinelmélet,
tobbdimenziés geometridk

Hamilton (1805- 1865) angol csillagdsz; mechanika, optika, kvaternidk elmélete

2. vektoranalizis: Gibbs (1839- 1903) amerikai fizikus

Heaviside (1850~ 1925) angol elektromérnék

3. vektorstruktirak axiomatikus felépitése.

A vektorfogalom tudomanyos alkalmazésait 4ttekinteni napjainkban igen nehéz fel-
adat lenne. Mivel a t6bb komponenst tartalmazé fogalmaknak igen j6 matematikai mo-
dellje, szinte minden terilleten széles kérben hasznéljak.
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A geometriai vektor tanitdsanak logikai problémaéja

Jéval tobb mint egy évszézadnak kellett eltelnie, mig a vektor kifejezés megjelent a
kdzépfokl oktatasban. E késedelem nemcsak alkalmazési fontossidga miatt sajnéla-
tos, hanem azért is, mert e fogalom elég szemléletes ahhoz, hogy az absztrakt gon-
dolkod4ashoz, fogalomalkotashoz szilkséges killénbdz6 szinteken fokozatosan végig
lehessen haladni. A jelenlegi tananyagban a vektor fogalma Iényegében egybeesik az
iranyftott szakasz fogalméval. A geometria vektor fogalmanak a javaslatok szerint a
kévetkezd definiciéi lehetségesek.

1. definicié: Az irdnyltott szakaszokat vektornak nevezzik (tankdnyv).

Ezzel az egyszer(i elemi fogalomalkotéssal az a baj, hogy matematikai szempontbél
nem vektorteret eredményez, pontosabban n-dimenzids lineéris geometria esetén ez
2n-dimenziés vektortérként értelmezhetd, de nem ezt akarjuk definialni.

2. definici6: Geometriai vektornak nevezzik az irdnyftott szakaszokat és két vektor
egyenlé, ha nagysdguk és irdnyuk megegyezik.

Ez a definici6 j6, az egyenl6ség fogalmat formalis logikai fogalomnak tekinti, ami tel-
jesen korrekt, hiszen a definiciéban szerepld tulajdonsag az euklideszi geometridban
értelmezett. Problémét jelent azonban, hogy formdlis, esetleg intuitiv vektorfogalmat
eredményez.

3. definici6: Geometriai vektornak nevezziik a megegyez6 irdnyd és egyenlé hosz-
SzUsdgu szakaszok halmazat (ekvivalencia-osztélyat).

E definici6 elénye, hogy az egyenl8ség fogalmaval kapcsolatos probléméak konkrét
forméban tisztazédnak elékészitve egyben tovabbi targyalasét is, de a vektor igy hal-
maz (ekvivalenciaosztaly), az irnyitott szakasz a vektornak eleme, reprezentansa. A
miveletek defini4l4sanal igazolni kell azok reprezentanstél valé fiiggetlenségét. Erez-
het6en elég bonyolult fogalmat eredményez.

4. definici6: Geometriai vektornak nevezziik az eltoldsokat.

Fogalmilag egyszerd, hiszen az egyenl6ség problematikéja automatikusan megol-
dédik, de igy a geometriai vektor transzforméacidként van értelmezve és a skalarral va-
16 szorz&s nehezen értelmezhets.

Az elmondottak alapjan a kévetkezd két alternativa alakult ki:

- az 1. definicié, megemlitve a két vektor egyenléségét, azaz formalisan tisztdzva a
geometria vektor fogalmét. Jelenleg ez szerepel dltalaban a tananyagban;

~ a 3. definici6, mely alkalmazaséat az eltolasok bevonasa megkénnyiti. Ez bonyo-
lultabb, de tisztességes geometriai vektorfogalmat ad és értékes részeredmény az
egyenléség, az ekvivalenciarel4ci6 Gjabb konkrét alkalmazésa is. Vazlata a kdvetke-
26:

1. Egy eltolast egy iranyitott szakasszal lehet megadni.

2. Két iranyitott szakasz mikor adja meg ugyanazt az eltolast?

3. Az iranyitott szakaszok "skatulydba dobalhaték" Ugy, hogy mindegyik skatulyét
kétféle azonosité cimke is jellemez (irdnyuk és nagysaguk egyenls, ugyanazt az elto-
last hatarozzék meg).

4. Az [gy keletkezett skatulyak, halmazok a geometriai vektorok.

5. A m(veletek reprezentanstél valé fiiggetlenségét nem kell igazolni.

A

A geometriai vektor és a fizikai mennyiségek

A vektorfogalom meghatarozasahoz nincs sziikség a tavolsag fogalmara. Az affin-
sikban az iranyitott szakaszok osztalydba sorolhaték a kévetkezd ekvivalenciarelacis-
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val AB ~ CD, ha AC || BD és AB || CD. lgy lehet eljutni a geometriai vektor leg4ltalano-
sabb fogalmahoz. A geometriai vektor és a fizikai vektormennyiségek kdzétti kapcso-
latot szdmos probléma terheli.

a) A fizikai vektormennyiségeknek hogyan feleltetheték meg a vektorok? A véalasz
egyszer(inek tlnik, hiszen a tankényv szavaival élve "az olyan fizikai- mennyiségek,
amelyek egyértelm( meghatarozaséhoz a nagységot és az iranyt is meg kell adni,
vektormennyiségek”, a matematika tankényvben pedig "a vektor iranyitott szakasz", il-
letve pontositva: "az azonos irAnyu és nagysagl szakaszok halmaza". A megfeleltetés
nyilvanvalé, ez médot ad az 4brazolasra is. Itt elegendd csak két problémét kiemelni,
amelyek onnan erednek, hogy a definiciébél kimaradtak a mGveleti tulajdonséagok:

- az er& vektormennyiség akkor a p=F/A miatt a p nyomas is vektormennyiség len-
ne, de a folyadékoknal, gazoknal ez nem egészen vilagos; tovabba a gyorsulas vek-
tormennyiség és F=ma, akkor miért kell a IV. axiémét, a szuperpozicié elvét kimonda-
ni?

- a merev test tengely kérilli forgasa jellemezheté a tengely iranyaval és az elfordu-
las szdgével, azaz vektorral, de a vektorok 6sszeaddsa kommutatfv mévelet és most
tekintend® az XY sikban 4ll6 gyufasdoboz, melyet el&szér a Z, majd az Y tengely korill
90°-kal elforgatva, majd a miveleteket forditott sorrendben elvégezve nem ugyanazt
adjék eredményil.

zl ) z z
Y X Y
7 €] y & 7
X X @
' |
X X l X 1

b) A geometriai vektor esetében nincs méd a vektor elcsusztatasarél beszélni, a 2.
és a 3. definicié alapjan legfeljebb a reprezentans kiemelésében van "valasztasi jog",
de az irdnyftott szakasz eltolasaval a vektor valtozatlan marad. A fizikai vektormennyi-
ségek viszont hatdsuktél fiiggen haromfélék lehetnek. Kotétt vektor, mely hatasa
megvaltoztatasa nélkil nem tolhaté el. Részben szabadvektor, amely csak a vektort
tartalmazé egyenes mentén tolhaté el hatdsanak megvéltoztatasa nélkill. Szabadvek-
tor, amelynek hatdsa nem véltozik meg az eltolas hatésara. A fizikai vektormenynyisé-
gek esetében kell eltolhatésagukrél beszélni, a geometriai vektor esetén ennek nincs
értelme. Ez az ellentmondés izomorf vektorterek segitségével feloldhaté ugyan, de ta-
nitasra alkalmatlan. (Vektorok eltolasat a differencidlhaté sokaségokon értelmezett
vektormez&k kdrében szoktak vizsgalni és a konnexiéelmélet foglalkozik vele.)

A vektorok tanitasanak fejlesztésével kapcsolatos cikkek tébbsége szerint a vektor,
mint irdnyitott szakasz helytelen fogalmét helyettesiteni kellene a geometriai vektor fo-
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galménak korrekt kiépitésével. Tekintettel a geometriai vektor fizikai alkalmazhatésa-
ganak nehézségére és e fogalom bonyolultsdgara, ami nem segiti el az absztrakt
vektorfogalom kiépitését, a geometriai vektorfogalmat célszer(bb kihagyni a kézépis-
kolai oktatasbél! Tekintettel arra, hogy akar a gondolkodés fejlesztési, akar matemati-
kai, vagy mas szaktudomanyi szempontokat véve figyelembe rendkiviil hasznos kdz-
ponti fogalomnak bizonyul a vektor, ezért feltétlenil szilkséges lenne tébbet és gondo-
sabban foglalkozni vele a kézépiskolai anyagban.

A vektortér axiomatikus felépitése

Joggal vet&dik fel a kérdés, hogy a jelenlegi rossz médszer helyett hogyan lehetne
tanitani a vektor fogalmét! A bevezetSben emlitett cikkek nagy része a vektor axioma-
tikus tanitasaval foglalkozik. Matematikai szempontbdl ez nagyon helyes, de szamos
pedagdgiai problémét okoz. Ezen elképzelések szerint a kézépiskolai tananyagban
hallgatélagosan sok vektortér szerepel:

- geometriai vektorok

- helyvektorok

- korltos valés szamsorozatok

- konvergens valés szamsorozatok
5 - olyan szamsorozatok, amelyekben valamely régzitett elemtél kezdve csupa nulla

Il

- [a,b]-ben értelmezett valés, korltos, integralhatd, folytonos, derivéalhaté fiiggvé-
nyek

- legfeljebb n-edfokl polinomok és azok azon alterei, amelyeknek adott szam-n-
esek a gydkei.

E sok példa kapcsén lehetéség van e struktirakban értelmezett miveletek kdzds
tulajdonségait dsszefoglalni és ilyen médon megfogalmazhaték a vektortér axiomai, el
lehet jutni a vektor axiomatikus fogalméhoz, azonban pedagégiai szempontbdl két
alapvetd problémat kell kiemelni:

- tllzottan késén alakulna ki e fogalom, fgy példaul a fizika lenne kénytelen a vek-
tormennyiség fogalméat meghatérozni, de hogyan?

- a felsorolt példak harom kivételtdl eltekintve, (ezek kdzill is egyet az elmondottak
alapjan célszerd kihagyni) végtelen dimenziés fliggvényterek. Ezek elég bonyolult fo-
galmak nem szolgalhatnak a tanulék absztrakciés tevékenysége alapjaul. Amennyi-
ben a vektorfogalom kialakit4sa soran példaként a fiiggvényterek szerepelnek, akkor
éppen a vektor szemléletessége marad el, ami alkalmassé teszi az absztrakt gondol-
kod4shoz, fogalomalkotashoz vezets Ut szerepének betdltésére.

E kétségkivill helyes matematikai eljaras soran szamos olyan pedagéglal probléma
jelentkezik, amely kérdésessé teszi a végeredményt. Célszerlinek tlnik a szikséges
szempontok dsszefoglalasa, ami alapjan kompromisszumos Ut talan kénnyebben ki-
alakithaté.

A vektorfogalom kialakitdsanak szempontjai

i 1. tézis. Ismerkedéskor a vektornak szoros kapcsolatban kell &linia az irdnyitott sza-
asszall

~ Erre a hagyoméanyon és a fizikai szemponton kivill azért is sziikség van, mert ez ad-
Jameg szemléltetésének, abrazolasanak lehetéségét.
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2. tézis. Az irdnyltott szakaszok nem vektorteret alkotnak, hanem 4ltaldban az adott
tér tangensnyaldbjaként értelmezheté ez a halmaz!

Ez a két szempont elsé pillanatra ellentmond egymasnak. Ezt az ellentmondast le-
het feloldani a geometriai vektorfogalommal, de ez zsékutcanak bizonyult. Létezik
azonban egyszer(ibb, célszer(bb feloldas. Ez késdbb keriil targyalasra.

3. tézis. A vektorfogalom meghatdrozésakor feltétleniil szikséges a mdveleteket
mdr a definiciéba is bevonnil

4. tézis. A vektorfogalom kialakitds4ndl célszerd el6seglteni a vektor eltolhatésdga-
nak targyalasét!

5. tézis. A vektort axiomatikusan definiéljuk!

6. tézis. Minél el6bb alakuljon ki e fogalom!

7. tézis. A vektor axiomatikus meghatdrozésa el6tt sok, lehetbleg végesdimenzids,
egyszerd objektumokat tartalmazé példa keriiljon targyaldsra!

E hét szempont kozott ellentmondésok és kapcsolatok vannak. Alapvet6 probléma
az 1., a 2., és a 4. szempont kapcsolata.

Az irdnyitott szakasz, a tangensnyalab és az eltolas

Az iranyitott szakaszok a tér minden pontjdban vektorteret alkotnak. A tér Gsszes
pontjahoz tartozé vektorterek uniéja a tangensnyaldb fogalmahoz vezet. Az Gsszes
iranyftott szakasz éppen ezt a struktirat adja meg. Linearis geometridk esetében az
eltolasok segitségével faktorizalhaté a halmaz, és igy megkaphaté a geometriai vektor
fogalma. Gorbiilt terek esetén, mivel az eltolasok nem vektorteret alkotnak, nem vek-
tortér adédik eredményiil, azaz a geometriai vektor nem értelmezheté és ez forditva is
igaz, a geometriai vektor fogalmaval a gorbiilt terekhez kdvetkezetesen nem lehet el-
jutni. Az eltolasok szerinti faktorizacié alkalmazésa miatt a geometriai vektor eltolhaté-
saga nem értelmezhetd.

A masik Ut, ami az iranyitott szakaszoktdl, azaz a tér tangensnyalébjatél egy vektor-
fogalomhoz elvezet jéval egyszer(ibb; az adott pontbeli tangenstér értelmezése, amely
mar vektortér. Egyszer(ibben: egy adott pontbdl induld, irdnyitott szakaszok vektorte-
ret alkotnak, ezek az adott pontbeli tangensvektorok. Mivel a tér minden pontjaban é-
tezhetnek e vektorok, kdnnyen értelmezheté a vektorok eltolhatésédga. Ez nagy segit-
séget nyUjt a fizikanak, példaul a vektormezd fogalmanak kiépitésével.

Az 1., a 2. és a 4. tézis alapjan (amely 6sszhangban van a 6. tézissel is), célszerl
elsé |épésben bevezetni az adott pontbeli tangensvektor fogalméat. Az 5. szempont
sem sériilne tulzottan, hiszen nem a vektor, hanem a tangensvektor keriil meghataro-
zasra, erre tudatosan {gyelni kell. A 3. szempont miatt a m(veleteket is szilkséges
szerepeltetni.

A vektor tanitasara vonatkozé javaslat vaziata

Az eddig elmondottak alapjan els6 1épésben a tangensvektor fogalma alakithaté ki,
majd példak megismerése utan az absztrakt vektortéré. A tangensvektor fogalma egy-
szer(, eléggé altalanos ahhoz, hogy széleskdrben felhasznéalhaté legyen. Alkalmas a
vektormez6 fogalménak kiépitéséhez, ezért akar a fizikai mezék targyalasahoz, akar
egy tér gorbilltségének érzékeltetéséhez is j6. Ez utébbihoz érdemes atgondolni a ko-
vetkez6 példat. A gémbi geometridban az &brén lathaté ABC haromszég mentén a v
vektort eltolva a w vektor adédik eredményiil, amely meréleges a v vektorra. llyen mé-
don érzékeltethets egy tér gérbiiltsége.
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A vektortérre felsorolt példak megismerése utdn lehetSség van e struktirékban ér-
telmezett maveletek kézds tulajdonsagainak 4ttekintésére, az aximak ezek dsszefog-
lalésaként fogalmazédnak meg. Erdekes, izgalmas kérdést jelent e tulajdonsagok logi-
kai kévetkezményeinek feltérése. llyen médon el lehet jutni a vektor axiomatikus fogal-
mahoz. Az utébbi médszerhez szdmos mdben hasznos észrevételek, részletesebb ki-
fejtések talalhaték.

A tangensvektor alkalmazasa a fizikdban

A differencialgeometridban meghonosodott jelélést alkalmazva, azaz M az alapso-
k§Ség. TM a tangensnyalabja és T,M a p pontbeli tangenstér. A vektormez& ekkor a
kdvetkez& médon definidlhaté: az

Y:M>TM
p->Yp)eT,M

leképezések vektormez6k, azaz a tér minden p pontjaban adott egy p pontbeli tan-
gensvektor. Ezen fogalom alapjan vildgosan meg lehet killénbdztetni a mezd és a tér
fogalméat. A vektormez& lehet6vé teszi, hogy a vektorokat ne kelljen osztlyozni kététt,
részben kététt és szabad vektorokra. Egy csigén 4tvetett kételet hiizva, miért gorbiil el
az er§ hatdsvonala? A kérdésre lehet talalni killonbdz6 vélaszokat, de ez csak foltoz-
gatésa lesz a vektormennyiség meglevs hidnyos fogalménak. llyen kérdések fel sem
vet6dnek a vektormezd fogalmanak felhasznalasaval, ami a tangensvektor segitségé-
vel kdnnyen bevezethets.

E dolgozatban szerepld problémék talan sz6rszalhasogatasnak tlinnek, de a mate-
matikéban, és a fizikdban igen fontos feladat a pontos egyszer(i fogalomalkotés, kilo-
ndseon akkor, ha alapvets jelent8ségl fogalomrél van sz6.
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