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Bebizonyithatd, hogy a lefogdsi probléma NP-teljes. Ennek a fogalomnak ismerte-
tése meghaladja ezen cikk keretét, csak azért emlitjik meg, mert a matematikusok szd-
mdra az NP-teljesség azt jelenti, hogy a probléma igen nehéz Példdul nem vdrjuk,
hogy olyan megtanulhaté mddszer legyen megolddsukra, mint a mdsodfokii egyenlet
vagy linedris egyenletrendszerek megolddsdra.

A feladatok eredetér6l. Az 1. a Kvant cimud folydiratban jelent meg. A 2. feladat és 4.
feladat a KOMAL-bd! ered (1987/2, 79. old. F.2623., illetve 1978/1, 30. old., P.295.).
A 3. feladat a Szovjet kozépiskolai matematikai olimpidn volt kitdzve 1977-ben a 10.
osztdlyosoknak.

HAINAL PETER

#¥

Kombinatorikai feladatok kozépiskolasoknak

Az elmiilt évek sordn tobbszor volt alkalmam arra, hogy kiprobdljam, hogyan lehet
15-16 éves érdeklddd, de nem kiugré képességil tanuldk szémdra a kombinatorikus
gondolkoddsmdd elemeit bemutatni. Tapasztalataim szerint a legalkalmasabb erre egy,
a kovetkezdkben leirthoz hasonld feladatsor. Ezt a feladatsort természetesen mindig az
adott tanuldcsoporthoz, az adott foglalkozds "légkoréhez”, a gyerekek otleteihez, foga-
dokészségéhez kell igazitani. Ime a feladatsor:

1. Vizsgdld meg a kovetkezd "szdmhdromszoget”!

3 5
7 9 11
13 15 17 19
21 23 25 27 29
31 33 35 37 39 41

a./ Hany szdém dll a 10., 20., 100., n. sorban?
b./ Melyik szdm dll a 10., 20., 100., n. sor végén?
c./ Mennyi a 10., 20., 100, n. sorban 4ll6 szdmok dsszege?
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2. Az el6z6 kérdéseket a kovetkezd szdmhdromszoggel kapcsolatban is vizsgdld meg és
vdlaszolj rdjuk: -

2 3
4 5 6
i 8 9 10
11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28

3. Hény paralelogramma ldthat ezen az dbrdn?

/ / / /

foi B
o

4. Hany téglalap ldthaté a sakktdbldn?

5. Hdny négyzet ldthat6 a sakktdbldn?

6. Hdny téglatest van a bivos kockdban?
(Ugy képzeljiik, hogy kozépen, beliil is egy "kis kocka" van!)

7. Hdny kocka van a bilvos kockdban?
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8. Hdny részre osztja az egyenest 2, 3, 10, n pont?
A részek kozott hdny szakasz és hany félegyenes van?

9. Legfeljebb hdny részre osztja a sikot 2, 3, 4, 5 egyenes?
(Készits tdbldzatot!)
E's n egyenes?
Ha S(n) a részek szdma, akkor keress kapcsolatot S(n) és S(n-1) kozott!
Probalj S(n)-re kozvetlen képletet taldlni!

10. Legfeljebb hdny részre osztja a teret 2, 3, 4, 5 sik?
Az el6z6 feladat mddszerét alkalmazd és a tovdbbi kérdéseket is fogalmazd meg tér-
re! (Legyen t(n) a térrészek szdma n sik esetén.)

11. Az S(n) sikrészek koziil hdny nem korldtos és mennyi a korldtos sikrészek szdma?
Altaldnosits térre!

12. Vizsgdljuk meg a kovetkezd szdmhdromszoget, az in. Pascal-hdromszoget:

1 0. sor

1 1 1. sor

1 2 1 2. sor

1 3 3 1 3. sor

1 4 6 -+ 1 4. sor

1 5 10 10 5 1 5. sor

1 6 15 20 15 6 1 6. sor

1 7 21 35 35 21 7 1 7. sor

.....................................................

Jelolések: az n—edik sor k-adik eleme: { 2)
(olvasd "n alatt k").

Képzési szabdly: a nulladik és az elsé sor adott, minden tovdbbi sor nulladik és n-
edik eleme 1, a tobbire:

nl,/n 41
(k}*’ﬁﬁ 1}={E+ IJ
Mennyi az n-edik sor elsé és mdsodik eleme?

Mennyi az n-edik sor elemeinek dsszege?
(Eldsz0r konkrét n-re probdlkozz!)

13. Sorold fel a {0,1,2} hdromelemii halmaz 0, 1, 2, 3 elemii részhalmazait!
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14. Sorold fel egy 4, ill. egy 5 elemil halmaz Osszes 0, 1, 2, 3, 4, illetve 0, 1, 2, 3, 4, 5 ele-
mu részhalmazait!

15. Keress 0sszefiiggést a 4 elemil halmaz 1 és 2 elemil részhalmazai, valamint az 5 ele-
mil halmaz 2 elemil részhalmazai kozott!

16. Jelolje Cl,‘1 az n elemil halmaz k elemil részhalmazainak szdmdt! Igazold, hogy

k k+1_ ~k+1
Cn+ Cn T cn+1.

17. Az elsé feladat alapjdn bizonyitsd be, hogy

cx=ft)

18. Mutasd meg, hogy (g)=2%_{2,(g) =1 lnl n-2), dltaldban {:) = ':" ;

19. Igazold, hogy ha p primszdm, akkor{kp)oszthatd p-vel (0<k<p)!

20. Egy konvex n-sz0g Osszes dtldjdt meghiztuk és ezek ugy metszik egymdst 2 sokszog
belsejében, hogy semelyik ponton sem megy dt ketténél tobb dtl6. Hdny metszéspont ke-
letkezik igy a sokszog belsejében? (El0szor 5—szogre, 6-szogre gondold végig, azutdn dl-
talénosits!)

A feladatok megoldasvazlata és megjegyzések

1. Az a./ kérdésre a vdlasz nyilvdnvald, ahdnyadik sorrdl van sz6, annyi szdm dll a
megfeleld sorban.
A b.| kérdés vdlaszdban megbeszéljitk, hogy a k-adik pdratlan szdm 2k-1 és az elsé n
sorban osszesen n(n+1)/2 szdm dll, tehdt az n-edik sor végén az enryiedik pdratlan
szdm, azaz n(n+1)-1 dll.
A c./ kérdéssel kapcsolatban érdemes sejtést kialakitani. Az elsé 4-5 sor Osszegét kiszd-
mitva mdr kialakul a sejtés: az n-edik sorban dll6 szémok Osszege n® Itt azt is megbe-
szélhetjiik, hogy a 100. sor dsszegének kiszdmitdsa helyett célszeni azonnal az n. sor
oOsszegét szdmolni, majd azt alkalmazni n = 100-ra.

Az n-edik sor elemeinek 0sszege:

[(n—])n+1]+[gn—1)n +3]+..+[(n=1)n+2n-1]=n?(n-1)+(1+3+..+2n-2)=

=n*-n2+n?=n

2. Az a./ kérdésre a vdlasz itt is nyilvdnvalo.

A b./ kérdésre valo vilasz keresése kozben az eldzo feladatbeli meggondoldsokat is
hasznosthatjuk:

az n-edik sor végén n(n+1)/2 dll.
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| A c./ kérdés esetén itt "sejteni” nehéz! Konnyebb azt kiszdmolni, hogy mennyit ka-
punk, ha az elsé n sor dsszegébdl kivonjuk az elsé n-1 sor dsszegét. Az eredmény:

n(n2+1)/2

3. Az egyik irdnyban 4 pdrhuzamos egyens, a mdsik irdnyban 32 pdrhuzamos egyenes
halad. Minden paralelogrammdhoz mindkét irdnybdl 2-2 egyenes "tartozik". Annyi pa-
ralelogramma van tehdt, ahdnyféleképpen ki tudok vdlasztani 2-2 pdronként pdrhuza-
mos egyenespdrt: ((4:3)/2)+((3:2)/2)=18

4. Az eloz6 feladat gondolatmenetét kovetve Osszeszdmolhatd, hogy a sakktdbldn
osszesen ((9-8)/2)?=362 téglalap taldlhato.
(Itt az egybevdgd téglalapokat is kilon—-kiilon szémoltuk!)

5. Itt egészen mds mddszerrel érink célhoz. Killon-kilon szémoljuk dssze az 1,2,...,8
oldali négyzeteket. 1 oldali négyzetbdl 82=64 van. A 2 oldali négyzetknek vizsgdljuk a
bal felsé csiicsdt, hdny fér rd igy a sakktdbldra. Vildgos, hogy 7*=49. Hasonléan ado-
dik a 3 oldahi négyzetekbdl 62=36, és igy tovdbb, végiil a 8 oldahi négyzetbdl 12=1 fér
rd a sakktdbldra.

Osszesen tehdt 64+49+36+25+16+9+4+1=204 négyzet "ldthatd" a sakktibldn.

6. A kockdt 4x4x4 pdrhuzamos sik alkotja, igy a 4. feladat megolddsdhoz hasonléan
osszesen ((4+3)/2) =216 téglatest van a bivos kockdban.

7. Az 5. feladat m goldésdhoz hasonléan okoskodhatunk.
Az eredmény: 3°+2 3413=36.

8. Az egyenest n pont n+1 részre osztja, ezek koziil n-1 szakasz, 2 félegyenes.
9. A tabldzat a kdvetkezo:

n S(n)
2 4
3 7
4 11
5 16
n S(n)=S(n-1)+n

Természetesen rajzot érdemes késziteni hozzd!

Az S(n)=S(n-1)+n dsxzeﬁlgés bizonyitdséhoz elég észrevenni, hogy ha mdr n-1
egyenest meghiiztunk a sikon ugy, hogy azok S(n-1) részre osztjdk a sikot, akkor az n-
edik egyenest meghiizva igy, hogy az el6z6 n-1 egyenes mindegyikét messe, akkor ezen

n-1 metszéspont keletkezik. A 8. feladatbol tudjuk, hogy ezek n részre osztjdk az egye-
nest. frfmdegytk ilyen egyenes rész egy régi sikrészt "vdg ketté", tehdt a stkrészek szdma
n-nel né.

Az S(n)-re kozvetlen képletet kaphatunk példdul a kdvetkezd gondolatmenettel:

S(n)=n+S(n-1)=n+n-1+S(n-2)=..=n+n-1+...4+2+S(1)=

=n+n-1+..+2+2=n(n+1)/2+1
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10. Itt is tdbldzatot érdemes késziteni:

n t(n)
1 2
2 4
8 8
4 1>
9 26

A "sejtés" kialakitdsihoz érdemes az S(n) tdbldzatdt is figyelni, igy ezt kapjuk:

t(n)=t(n-1)+S(n-1).

Az Osszefiiggés igazoldsa itt is ugy torténhet, hogy észrevessziik: az n—-1 sik utdn fol-
véve az n-edik sikot, ezt az el6z6 sikok n-1 egyenesben metszik, tehdat S(n-1) részre
osztjdk. Igy az el6zéekben kapott t(n-1) térrész koziil S(n—1)-et "kettévdagunk", tehdt
ennyivel né a térrészek szama.

A t(n)-re kozvetlen képletet ezek alapjdn adhatunk: t(n)=1/6(n*+5n+6).

11. Az S(n) sikrész koziil 2n a végtelen sikrészek szdma, hiszen minden egyenesbol két
félegyenes keletkezik és minden félegyenes két végtelen tartomdny hatdra. Igy a korldtos
sikrészek szdma: Yon(n+1)+1-2n="2(n?>-3n+2).

12. Az n-edik sor elsé eleme n, ez a képzési szabadlybol kovetkezik. A képzési szabdlybol
adaodik, hogy az n-edik sor 2. eleme:
14+243+..+n-1=n(n-1)/2

Az n—edik sor Gsszegére hamar kialakul a sejtés: 2°
Példdul a képzési szabdly alapjdn (teljes indukcidval) igazolhato.

13. A keresett halmazok: szdmuk:
0 1 w
{0},{1},{2}, 3
{0,1},{0,2},{1,2}, 3
{0,1,2}. 1
14. Csak az egyes részhalmazok szdmdt tiintetjik fel:
4 elemu halmazra: 1 4 6 4 i
5 elemii halmazra: 1 Db J P10 5 1.

15. Legyen a 4 elemii halmaz: {0, 1, 2, 3}.

Ennek kételemi részhalmazai:

{0,1},{0,2},{0,3},{1,2},{1,3},

osszesen 0, egyelemil részhalmazai:

{0},{1},{2},{3},

osszesen 4.

Az ot elemil halmaz ugy képezhetd, hogy a négyelemii halmazhoz egy uj elemet ve-
sziink hozzd: {0,1,2,3,4}. Ennek minden olyan kételemii halmaz szintén kételemil rész-
halmaza, ami a négyelemil halmaznak kételemi részhalmaza. A tovdbbi kételemii
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részhalmazdt vgy kapjuk, hogy a négyelemii részhalmaz egyelemil részhalmazdhoz hoz-
zdveszzilk az uj elemet:

{0,4},{1,4},{2,4},{3,4}.

Az otelemil halmaz kételemii részhalmazainak szdma tehdt 4+6=10.

16. Az eléz6 feladat gondolatmenete dltaldnosithato:

ha a {0,1,2,..,n-1} n—elemi halmazbdl ugy képezziik az n+1 elemil halmazt, hogy
egy uj elemet hozzdvesziink: {0,1,2,..,n~1,n}, akkor az utobbi halmaz k+1 elemii rész-
halmazai az n—elemi halmaz k+1 elemi részhalmazai és azok a k+1 elemii halma-
20k, amelyeket az n-elemil halmaz k-elemil részhalmazaibol vigy kapunk, hogy az uj
elemet, n—et hozzdvessziik ezekhez. Ezzel az dllitdst igazoltuk.

17. Mivel az iires halmaznak csak egy - iires - részhalmaza van, az 1 elemii halmaz-
nak 1 tires és 1 egyelemil részhalmaza van, igy

0 0y 0 1 1 1
Co =‘o) G ={ok5 G5 {1}
Mivel a Pascal hdromszog képzési szabdlya és a Ck szdmok kozti elozbleg bizonyi-
tott osszefiiggés azonos, ezért az dllitds igaz.

18 Az("} —nn-1)...(n-k+1) — ___n!
k k! k!(n-k)!
Osszefiiggés kozvetleniil adodik ,ha vigy okoskodunk, hogy k helyre n elem koziil va-
laszthatunk, de a kivdlasztott elemek sorrendje nem szdmit.

19. Mivel 5) - EIP_I)_k(,L’ﬁll és a feltétel szerint 0<k<p,

a szdmldlé oszthato i)—vel, a nevezd nem, igy tﬁ)egész szdm is oszthatd p-vel.

20. A bizonyitds lényege: két dtlo metszéspontjdt a sokszdg belsejében az a négy csiics-
pont egyértelnmilen meghatdrozza, amelyk az dtlok végpontjai. Igy annyi metszéspontot
kapunk a sokszog belsejében, ahdnyféleképpen n csiics kozil 4-et ki tudunk vdlasztani:
azaz{g}et.

URBAN JANOS

Egy csodaszép matematikakonyvrol

Az 1991/92-es tanévben a Takdcs Gabor és Takdcs Gaborné szerzdpdros és a Tan-
konyvkiad6 jovoltdbol kiillemét és tartalmdt tekintve egyardnt dicséretes elsd osztdlyos
matematika-tankonyv kerilt forgalomba.

Az alternativan vdlaszthat6 elsé osztdlyos matematika-tankonyvek koziil nemcsak
az drdt tekintve, (kb. tizede a tobbinek) hanem a benne feldolgozott matematika-
anyagot és a feldolgozds mikéntjét is figyelembe véve minden mostani és jovendd elsé
osztdlyos kisdidk tdskdjdba ajdnlom. A kisgyermekek hdrom honap eltelte utdn sem
gyOznek betelni vele, ordn kiviil is lapozgatjdk, alig vdrjdk, hogy egy-egy képhez eljussa-
nak, sét ondlléan "eldre dolgoznak". A képanyag vdltozatos, szép kivitelezésil és ami



