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A stratégiahasznalat rugalmassaga az
also tagozatos matematikaban:
elemzés és fejlesztés

A neveléslélektan kutatoi és a matematikdt tanitok régota
hangstilyozzdk annak pedagogiai jelentoséget, hogy felismerjiik és
serkentstik a gyerekek 6nmaguk alkotta stratégidinak rugalmassdageit,
ami_fontos pillére az alsé tagozatos matematikatanitds innovativ
megkozelitésének. Készitettek és kiprobdltak olyan tananyagokat és
fejleszto programokat, amelyekkel ezt a fajta rugalmassdagot kivdantdk
novelni (ldsd példdaul Brownell, 1945, Freudenthal, 1991, Thompson,
1999; Wittmann és Miiller, 1990-92). A muilt szdzad végének szdmos
reform-tantervében megjelenik a stratégia-rugalmassag
kifejlesztésének pedagogiai értékérol alkotott meggyozodes.

lyen a Curriculum and evaluation standards for school mathematics, amit az NCTM

adott ki az Egyesiilt Allamokbanban (1989, 2000), a Numeracy Strategy az Egyesiilt

Kiralysagban (DfEE, 1999), a Proeve van een Nationaal Programma voor het
Reken/wiskundeonderwijs Hollandidban (Treffers, De Moor és Feijs, 1990) és az
Ontwikkelingsdoelen en Eindtermen a flandriai alsé tagozatos oktatas szdmara (1998),
valamint szamos mas innovativ tanterv, tankonyv, szoftver és egyéb tananyag, amelyek
e reform-tantervek alapjan késziiltek. A stratégidk rugalmassaganak fontossaga a legfia-
talabb és a matematikabol gyongébb tanuldk szdmara is elismert nézet (Baroody, Wilkins
és Tiilikainen, 2003; Kilpatrick, Swafford és Findell, 2001; Verschaffel, Greer és De
Corte, megjelenés alatt), de egyel6re kevés alapos és szisztematikus vizsgalat tamogatja
meggy6zden. Ebben a munkaban az alsé tagozatos szamtanfeladatok megoldasi stratégi-
ainak rugalmas ¢és adaptiv (1) hasznalataval foglalkozunk. Els6ként a stratégia-flexibili-
tas kiilonb6z6 fogalmait és alkotéelemeit mutatjuk be. Ezutan azt a kérdést vizsgaljuk,
vajon a stratégiak rugalmassaga olyan jellemzdje-e a stratégiai tudasnak, amellyel meg-
kiilonboztethet6k a matematikabdl j6 és gydnge tanulok. Végiil megvitatjuk, vajon a stra-
tégidk rugalmassaga olyan cél-e, amelyet minden gyermek — koztiik a legifjabbak és a
matematikabol gyongébbek — szamara célként tiizhetiink.

A stratégia-rugalmassag és -adaptivitas fogalma

A stratégia rugalmassagat vagy adaptivitasat idénként agy definidljak, mint tobbféle
megoldasi stratégia hasznalatat — tovabbi jellemzOk nélkiil (példaul Heirdsfeld és Coo-
per, 2002). Tobbféle stratégia elérhetdsége és a kozottik torténd valtas képessége valo-
ban fontos mérfoldkének tekinthet6 a gondolkodas rugalmassaga felé haladva, de ha egy-
szerlien kuilonféle stratégiak hasznalatardl beszéliink hasonlé matematikai feladatok és
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problémak esetén, nem vizsgalva a kiilonbozo stratégiak valasztasanak hatékonysagat, az
aligha tekinthet6 az adaptivitas bizonyitékanak. Nyilvanvalo, hogy valaki képes lehet
konnyedén valtani kiilonb6z6 stratégiak kozott teljesen esetleges vagy véletlenszerli mo-
don, am egyetlen stratégia kovetkezetes hasznalata szamtanfeladatok egész sorozatan ke-
resztiil néha adaptivabb lehet, mint az egyén szdmara elérhet6 repertoarban valtogatni
sokféle stratégiat (Verschaffel, Luwel, Torbeyns és Van Dooren, kozlésre benyujtva).

A stratégiai rugalmassagot leggyakrabban valamilyen feladat jellemz6i alapjan defini-
aljak. Van der Heijden (1993, 80.) a kovetkezd definiciot adja: ,,A stratégiahasznalat ru-
galmassaga magaban foglalja az egyén megoldasi eljardsadnak feladatjellemz6hoz kothe-
té rugalmas adaptacidjat.” A stratégiai rugalmassagot annak elemzésével operacional-
izalja, hogy a gyerekek vajon szisztematikusan hasznaltdk-e az 1010 és a G10 (2) eljara-
sokat 6sszeadasi, illetve kivonasi feladatokban a szazas szamkoérben. Pontosan ugyanezt
a meghatarozast adja Blote, Van der Burg és Klein (2001). Hasonl6 médon Thompson
(1999, 147.) tgy foglal allast a rugalmassag fejlesztése mellett az alsé tagozatos szam-
tanban, hogy ,,a mentalis szamoldsban nagy hangsuly van azon, hogy a probléma aktua-
lis szamadataihoz megfelel6 szamolasos stratégiat valasszunk”. Az iménti szerzOk tehat
el6szor megkiilonboztetnek az Gsszeadas és a kivonds szamara alkalmas stratégidkat,
majd ezen stratégiak adott feladattipusok esetén megallapithatéd erdsségeinek és gyenge-
ségeinek ismeretében egyes ,,problématipus-stratégiatipus” kombinaciokat rugalmasnak,
masokat rugalmatlannak minésitenek. (3) Ahogyan azt kimutattuk (lasd Verschaffel és
mtsai, kozlésre benytjtva), ez a nézet a rugalmas vagy adaptiv stratégiahasznalatrél meg-
talalhaté sok ugynevezett reform-tankdnyvben, amilyen példaul az elsdsdknek irt konyv
a flamand Nieuwe Reken Raak sorozatbol (Bourdeaud hui, 2002). Az elsd osztalyosok-
nak irt tank6nyvben a gyerekek haromféle stratégiat tanulnak meg a 10 és 20 k6z6tti 6sz-
szegli Osszeadasos feladatokra: (a) a felidézéses stratégia (példaul fejbol tudni, hogy
6+6=12), (b) a ,,dontetlen” stratégia (példaul A 6+7 6sszeadast 6+6+1-ként megoldani,
(c) a tizre kiegészités stratégiaja (példaul A 6+7 megoldasa 6+4+3 formaban). Ezzel
egylitt a gyerekek megtanuljak a stratégidkat hozzakapcsolni egy konkrét 10 folotti 6sz-
szeghez, amely esetén a stratégia a leghatékonyabbnak tekinthetd: (a) a felidézéses stra-
tégia a kétszer ismételt 6sszeadandora (példaul 6+6), (b) a ,,dontetlen” stratégia egymas-
hoz kozeli szamok esetére (példaul 6+7 vagy 8+7) és (c) a tizre kiegészités stratégidja az
Osszes tobbi tizes atlépéses Osszeadasra (példaul 6+8 vagy 3+9). Bar a rugalmassag-
nak/adaptivitasnak ez a felfogasa mar kifinomultabb, mint ha egyszeriien a sokféle stra-
tégia véletlenszer(i hasznalatat tekintenénk rugalmassagnak, véleményiink szerint igen-
csak problematikus a rugalmassagot/adaptivitast kizarélagosan a feladat jellemzdin ke-
resztiil definialni és elemezni. Hiszen elképzelhetd, hogy adott személy és/vagy adott ko-
riilmények esetén a stratégia-kivalasztasnak az iménti szerzok altal rugalmasnak nevezett
mddja rugalmatlanna valik, amint ez megforditva is lehetséges.

Az els6 Gjabb tényezo, amelyet alaposan és szisztematikusan vizsgaltak és modellez-
tek a kognitiv pszichologiaban (példaul Siegler és munkatdrsai: Shrager és Siegler,
1998; Siegler, 1996, 2000; ldsd még Torbeyns, Arnaud, Lemaire és Verschaffel, 2004), a
feladatmegoldd személyhez kothetd tulajdonsagok. Siegler szamitégépes modellje, a
Strategy Choice and Discovery Simulation (Stratégiavalasztas- €s -felfedezés-szimula-
cio, SCADS) azt lattatja veltink, hogy a konkrét stratégia (legyen az felidézés, egyszerii
leszamlalas vagy barmi mas) kivalasztasa egy adott feladathoz egy adott személy altal at-
tél fiigg, hogy anndl a konkrét feladatnal milyen pontosan €s gyorsan tudja végrehajtani
azt a stratégiat, a repertoarjaban meglévd mas stratégidkhoz viszonyitva. Més szavakkal:
a SCADS megprdbalja kivalasztani és alkalmazni azt a stratégiat, ami a sebesség és a
pontossag legjobb kombinacidjat adja egy adott Gsszeg esetén. A dontés az alapjan szii-
letik, hogy a rendszerbe milyen sebesség- és pontossag-adatokat taplaltunk be korabban.
(4) Vitathatatlan, hogy ennek a modellnek az adaptivitas-jellemz6je bonyolultabb és kor-
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monfontabb nézetet képvisel a stratégiavalasztas folyamatardl, ugyanakkor pontos szi-
fejlesztenek az elemi aritmetika teriiletén. Ebben a rugalmassag-koncepcidban a feladat
belsd sajatossagait és az egyén jellemzoit (kiilondsen azt, hogy milyen modon sajatit el
kulonféle stratégiakat) egyiittesen, egymassal osszefiiggésben kell figyelembe venni.

Az Gjabb elméleti eredmények, kiilondsen a szociokulturdlis tényezok elemzésének
perspektivaja, arra mutatnak, hogy a rugalmassag/adaptivitas tigye még annal is kompli-
kaltabb, mint példaul Siegler és kollégai modellje (Shrager és Siegler, 1998; Siegler,
1996, 2000). A szociokulturalis nézetek tanulményozasa alapjan az emberek rugalma-
san/adaptivan képesek valtani kiilonb6z6 szamolasi stratégiak kozott nem csak a feladat
és sajat egyéni jellemzoik fliggvényében, hanem a szociokulturalis kontextus alapjan is.
Az eddigi gyér elméleti és empirikus szakirodalom nyoman Ellis (1997, 492.) megmu-
tatta, hogy az életkor és a tapasztalat novekedésével a gyerekekben implicit tudas fejlo-
dik ki arra vonatkozéan, hogy ,,egy adott kultira mit tart megfelelének, adaptivnak és
bolcsnek”. Ez a tudas is befolyasolhatja exp-
licit vagy implicit médon a stratégiavalasz-
tast. Az osztalytermi helyzetek és pszicholo-

Az also tagozatos szamtanban

a gyerekek stratégiavdlaszidsct
részben az a tdrsas-kulturdlis
kornyezet hatdrozza meg,
amelyben a tanulok szdamot ad-
nak szdamoldsi készségtikrol: pél-
ddul a sebesség és pontossdg
mellett vagy azok helyett olyan
Jellemzok tiinhetnek értekesnek
az oszldlyteremben vagy a tu-
ddsrol szdamot adva, mint példd-
ul a megolddsi stratégia egysze-
risége, elegancidja, formalizdlt-
sdga, dltaldnos jellege, érthetdse-
ge, bizonyossdga,
eredetisége stb.

giai kisérletek, ,,mivel ezeket a szituacidkat
egyarant jellemzik tarsas és feladattal kap-
csolatos célok” (Ellis, 1997, 508.), masképp
kifejezve: egy ,didaktikai egyezmény”
(Brousseau, 1997) avagy ,kisérleti egyez-
mény” (Greer, 1997) hatdrozza meg oket,
Ellis (1997) szerint hozzajarulhatnak a stra-
tégiavalasztas megértéséhez. Kiilondsen ak-
kor szembetiné ez, amikor a sebesség és
pontossag szempontjabdl, vagyis a kognitiv
pszicholdgiai kutatas dominans szempontjai
szerint, elsé latasra nem optimalisnak tiind
stratégiavalasztas torténik. Vagyis az also ta-
gozatos szamtanban a gyerekek stratégiava-
lasztasat részben az a tarsas-kulturdlis kor-
nyezet hatarozza meg, amelyben a tanulok
szamot adnak szdmolasi készségiikrdl: pél-
daul a sebesség és pontossag mellett vagy
azok helyett olyan jellemzok tiinhetnek érté-
kesnek az osztalyteremben vagy a tudasrol

szamot adva, mint példaul a megoldasi stratégia egyszerlisége, eleganciaja, formalizalt-
saga, altalanos jellege, érthetdsége, bizonyossaga, eredetisége stb. (lasd még Ellis, 1997,
Lave és Wenger, 1991; Rogoff, 1990).

Rovid attekintésiink alapjan a kvetkezo definiciot vezetjiik be arra vonatkozdan, hogy
mit értiink az egyén stratégiavalasztasanak adaptivitasan: Adaptivnak nevezzik egy stra-
tégia valasztasat, ha az egyén tudatosan vagy nem tudatosan azt a megoldasi stratégiat
valasztja, amely a legmegfelel6bb az adott feladat, a konkrét személy és az adott tarsa-
dalmi-kulturalis kontextus szempontjabol. A ,legmegfelelobb stratégia” kifejezés alatt
nem azt értjiik, hogy ,,az a stratégia, amely a leggyorsabban a helyes vélaszhoz vezet”
(ahogyan szigoruan kognitiv pszichologiai szempontbodl ezt jelenthetné), de azt sem zar-
juk ki, hogy bizonyos értékelési helyzetben pontosan ezt jelentheti (lasd még Ellis, 1997,
Verschaffel és mtsai, kozlésre benytjtva).
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A stratégiavalasztas rugalmassaganak/adaptivitasanak mérése

Amig a stratégiavalasztas rugalmassagat kizardlag a feladatjellemzok alapjan definial-
tak, a mérése egyszerli volt. De amint a stratégiavalasztas értelmezése a feladatjellemzok
mellett az egyéni jellemzoket is magaba foglalja, mint példaul a SCADS modellben,
szitkségessé valik e feltételezett komplexitas megjelenése a kutatasi modszerekben. Egy-
re elterjedtebbé valik ilyen esetekre a valasztds/nem-valasztas (choice/no-choice) méd-
szer (Siegler és Lemaire, 1997; 1asd még Torbeyns, Arnaud és mtsai, 2004; Luwel, Tor-
beyns, Schillemans, Onghena és Verschaffel, kozlésre benyujtva).

A valasztas/nem-valasztds mddszert a kognitiv pszichologiai paradigma keretein beliil
fejlesztették ki és alkalmaztdk. A mddszer azt kivanja, hogy a vizsgalt személyt kétfajta
feltétel mellett teszteljiik. Az egyik esetben a tanuldk szabadon donthetnek, hogy melyik
stratégiat valasztjak az egyes feladatokhoz. A masik esetben (nem-valasztas feltétel)
mindegyik feladathoz ugyanazt a megoldasi stratégiat kell hasznalniuk. Idealis esetben
ugyanannyi kiilonb6z6 nem-valasztas esetet vizsgalnak, mint ahanyféle stratégia a va-
laszthatdsag esetén elérhetd. Azaltal, hogy a nem-valasztas feltétel mellett mindegyik fel-
adatndl ugyanazt a stratégiat kell hasznalni, a kutatonak lehetdsége van torzitatlan becs-
1ést adnia az adott stratégia altal biztositott sebességre €s pontossagra — minden egyes
vizsgalt személy esetében. A nem-valasztas kisérleti feltétel esetén gytijtott adatok alap-
jan osszehasonlithaté a kiilonb6z6 stratégiak pontossaga és sebessége azzal, amit a va-
laszthato stratégiak kisérleti feltétel mellett nyertiink. Ezaltal a kutaté az egyéni stratégia-
valasztas adaptivitasat a valaszthato stratégia kisérleti feltétel mellett tudomanyosan, ob-
jektiv mddon tudja értékelni: Vajon a kisérleti személy — amikor megvalaszthatja a meg-
oldasi stratégiat — a legjobb teljesitményt hozo stratégiat valasztja-e a sebesség ¢s a pon-
tossag szempontjabol? A nem-valasztas kisérleti feltétel mellett nyert informacié alapjan
lehet-e valaszolni erre a kérdésre?

A valasztas/nem-valasztas mddszert sikeres alkalmaztak gyerekek és felnéttek straté-
giavalasztasanak értékelésére kiilonboz6é matematikai teriileteken, koztik az egyszeri
szorzas (Siegler és Lemaire, 1997) és egy Iépésben megoldhatd Gsszeadas €s kivonds
(Torbeyns, Verschaffel és Ghesquicre, 2004, 2005), pénzvaltas (Lemaire és Lecacheur,
2001), szamolasos becsléses feladatok (Lemaire €s Lecacheure, 2002) és szamossagra
vonatkozo6 dontés (Luwel, Verschaffel és Lemaire, 2005) esetén.

Ezek utan roviden és példakkal alatamasztva kutatokdzpontunk egyik vizsgalatat
(Luwel és mtsai, 2005) tekintjiik at, amelyben masodik és hatodik osztalyos tanulokat €s
fiatal felndtteket vizsgaltunk a fenti modszer alkalmazasaval. A vizsgélt személyeket arra
kértiik, hogy hatarozzak meg épitékockak (1-t61 49-ig terjedd)szamossagat, amely kocka-
kat egy 7x7-es racson helyeztiink el. Egyik esetben a valasztas, masik esetben a nem-va-
lasztas kisérleti modszerét alkalmaztuk. A valasztasos kisérleti feltétel mellett a vizsgalt
személyek szabadon valaszthattak két stratégia koziil: valaszthattak az 6sszeadasos straté-
giat, amelyben az épitdkockakat alcsoportokra osztottak és mindegyik alcsoport becsiilt
1étszamat osszegezték, de valaszthattak a kivonasos stratégiat is, amelyben az tiresen ma-
radt helyek szamat vontak ki a 7x7-es racs darabszamabdl. A két nem-valasztasos kisérle-
ti feltétel mellett az iménti két stratégiat kellett egymas utdn alkalmazni mindegyik fel-
adatvaltozatban. Az adaptivitas elemzéséhez kifejlesztettekegy eljarast, amely minden fel-
adatra és minden személyre meghatarozza, hogy vajon a legadaptivabb stratégiat valasz-
totta-e: példaul azt a stratégiat, amely nem-valasztasos kisérleti helyzetben a leggyorsab-
ban helyes eredményre vezetett. Egy adott személy esetén ennek becslése két dologbol
adodott. Egyrészt megallapitottak, hogy a valasztasos kisérleti helyzetben mennyi kocka
esetén valtott at a kisérleti személy az Osszeadasos technikardl a kivonasosra. Masrészt
megallapithato volt, hogy a nem-valasztasos stratégia esetén milyen szamossag folott valt
a kivonasos stratégia hatékonyabba. Luwel és mtsai kiszamitottak az abszolut kiilonbsé-
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get minden résztvevo esetén a tényleges, a szabad valasztas esetén megfigyelhetd straté-
giavalto pont és a , kivetitett” vagy idealis stratégiavalto pont kozott. A két érték koziil az
els6t az egyének valaszidé-mintazata alapjan szamolt regresszidés modell adta, mig az
utébbi két illesztett regresszids egyenesbdl adddott, amelyeket a két nem-valasztasos fel-
tétel mellett kapott kombinalt valaszidé-mintazatokhoz illesztettek (1. dbra).

V' N
RT valasztasos kisérleti elrendezés
LIEEELR R Y] Osszeadasos kisérleti feltétel
— e — kivonasos kisérleti feltétel

megszamolando6 kockak szama

az idealis stratégiavalto pont tényleges stratégiavalto pont

1. dbra. Az egyéni valaszidd (response-time, RT) a vdlasztdsos és a nem-vdlasztdsos feltételek mellett,
valamint a tényleges és idedlis stratégiavalto-pontok kiilonbségének sematikus dbrdzoldsa (Forras: Luwel és
mtsai, 2005)

A tényleges és az idedlis stratégiavaltd pontok kozotti kiilonbség az adaptivitas mérté-
kének tekinthetd: minél kisebb ez a tdvolsag, annal adaptivabban valasztja ki az egyén a
megoldasi stratégiat szabad valasztas esetén, ahhoz viszonyitva, ahogyan a nem-valasz-
tasos feltétel mellett kalibraltuk teljesitményét. Ezt a modszert alkalmazva Luwel és
mtsai kimutattdk, hogy az életkor novekedésével az emberek egyre adaptivabbak a stra-
tégiavalasztasban.

Bar a valasztas/nem-valasztas modszer egyre gyakrabban hasznalatos az emberek stra-
tégia-adaptivitasanak kutatasara, mégsem tekinthetjiik minden probléma nélkiilinek.
Modszeriik egy nemrég megjelent attekintésében Luwel és mtsai (kozlésre benytjtva) a
kovetkez6 problémakat elemzik: (a) a valasztasos kisérleti elrendezésben a szabad va-
lasztas helyett korlatozott vagy kényszer( stratégiavalasztas tortént, (b) a valasztasos €s
nem-valasztasos feltételek mellett sziiletett eredmények dsszehasonlitasat bonyolultta te-
szi, hogy mindkét feltétel mellett szerepet kaphat a stratégiahasznalat gatlasa, a stratégia-
valasztas és a stratégiavaltas, (c) a modszer az adaptivitas egyéni €s csoportos mérésének
Osszekombindlasat teszi sziikségessé, (d) a szélesebb tarsas vagy oktatdsi kontextus
(amely kontextusban az embereknek kivalasztaniuk és hasznalniuk kell a stratégidkat)
hatassal lehet arra, hogy milyen természeti stratégiai viselkedésr6l tudunk adatot gytjte-
ni. E legutobbi valtozot mostanaig meglehetésen elhanyagoltédk a kognitiv tudomanyi pa-
radigmaban. Nyilvanvald, hogy éppen e legutobbi kritika valik kiilondsen relevanssa,
amikor a stratégiahasznalat rugalmassagat/adaptivitasat tarsadalmi-kulturalis szemszog-
bol tekintjiik. Ugyanakkor egyik kritika sem teszi érvénytelenné a mddszert vagy azokat
a kutatasokat, amelyekben hasznaltak, csupan a valasztds/nem-valasztas mddszer €s an-
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nak alapfeltételei részletesebb kifejtésére és tovabbi finomitasara van sziikség. Sziikség
van tovabba annak megallapitasara, hogy milyen tartalmi teriileteken és milyen alapso-
kasagok esetén lehet a mdodszert bolcsen és sikeresen hasznalni.

A stratégiahasznalat rugalmassaganak fejlesztése: mikortol és kiknek?

Amint azt kordbban allitottuk, sok mai reform-alapi dokumentum és tananyag indul
ki abbol a feltételezésbdl, hogy a stratégiahaszndlat rugalmassaganak fejlesztése lehetsé-
ges ¢s pedagdgiai szempontbodl értékes torekvés a fiatalabb és a matematikabol gyongébb
tanulok szdmara is (Baroody és mtsaiWilkins és Tiilikainen, 2003; Kilpatrick, Swafford
és Findell, 2001; Verschaffel és mtsai, megjelenés alatt). Ugyanakkor tulsdgosan kevés
alapos és szisztematikus kutatas tortént, amely meggydz6en tamogatna ezt az alapvetést
(Geary, 2003; Verschaffel és mtsai, megjelenés alatt). A kdvetkezékben réviden Ossze-
foglaljuk azokat az érveket, amelyek az optimalis életkorral és az optimalis tanulok6zon-
séggel kapcsolatosak a stratégia-rugalmassag fejlesztése teriiletén.

Els6ként a stratégia-rugalmassag fejlesztése optimalis kezdépontjanak kérdését jarjuk
koril. Szamos szerzd érvel amellett, hogy el6szor és mindenekf6lott egy adott szamola-
si készség rutinszeri elsajatitasat kell célul kitlizni, és azutan érdemes modositani a célt
a rugalmas vagy adaptiv stratégidk hasznalata irdnyaba. Ezt az érvet alatamasztja az a
széles korben elterjedt meggy6zddés, hogy ha nem keriilnek bele a hosszl t&vi memori-
aba tények, eljarasok, modellek és reprezenticios eszk6zok[bl] . Ugyancsak emellett
sz6l, hogy sok gyermeknek akkor sem sikeriil rugalmas és/vagy automatikus gondolko-
dast elsajatitania, ha sok 6ran keresztiil rendszeres oktatasban és akar kiilon foglalkoza-
sokon vett részt (lasd példaul Geary, 2003; Milo és Ruijssenaars, 2002; Warner, Davis,
Alcock és Coppolo, 2002). A rugalmas stratégiahasznalat korai fejlesztésére torekvés el-
leni érvet sokan ellenzik a matematikaoktatas reformjanak hivei koziil: szerintiik az
adaptivitas nem olyan dolog, ami egyszerlien megtorténik azt kovetden, hogy a tanuldk-
ban kifejlodott a rutin egy adott teriileten. Ellenkezdleg: ezek a szerzok amellett érvel-
nek, hogy a rugalmas stratégiahasznalatra nevelésnek meg kellene jelennie mar a tanita-
si-tanulasi folyamat legelején (lasd példaul Baroody, 2003; Gravemeijer, 1994; Selter,
1998; Wittmann és Miiller, 1990-1992). Ezt az elvet szépen fejezi ki (bar sokkal altala-
nosabb megfogalmazasban) a kovetkez6 Bransford-idézet (2001, 3. o.):

»Nem fejlesztheted ki ezt egy »sarokkd-kurzus« keretében a kozépiskolas évek végén. Az adaptiv
gondolkodashoz vezet6 ut valdszinlileg mas, mint a rutinszerii gondolkodashoz vezetd at. Az adaptiv
gondolkodas magaba foglal mentalis szokasokat, attit(idoket, valamint olyan gondolkodasi és tudasszer-
vezd utakat, amelyek kiilonb6znek a rutinszerii gondolkodastol, és id6be telik kifejlodésiik. Nem azt aka-
rom mondani, hogy »nem tudsz egy régi vagasu rutinszertien gondolkodonak uj trilkkoket tanitani«. De
valdsziniileg nehezebb lesz ez, mint eleve az adaptiv gondolkodas utjan elindulni — legalabbis a legtobb
ember szamara.”

Néhany szerz6 még tovabb megy, és arra figyelmeztet, hogy a rutinszer(i gondolkodas
évekig tartd szorgalmas gyakorlasa merevséghez vezethet. Feltovich, Spiro €s Coulson
(1997, 126. o.) szerint ,,vannak olyan hatasok, amelyek egyiitt jarnak az ilyen hosszan
tart6 gyakorlassal, és amelyek a kognitiv rugalmassag csokkenését okozhatjak — a gon-
dolkodas és a cselekvés viszonylagos merevségéhez vezethetnek (kozben hatast gyako-
rolvan mas, kivanatosabb célokra, mit a hatékonysag €s sebesség)”. Még ha a rugalmas-
sag csokkenése novekedést okozhat a rutinszerii tapasztalatokban bizonyos teriileteken,
nagyon veszélyesnek latszik olyan tanitasi-tanuldsi kdrnyezetet tervezni, amelyben el6-
szor csak a rutinszerii gondolkodas fejlesztésére toreksziink, késobbre halasztva a rugal-
massag/adaptivitas fejlesztését addig a pillanatig, mig a rutinszerii szakértelem kialakul.
Az alsé tagozatos matematikatanitas teriiletére alkalmazva: ha kezdetben bizonyos fel-
adattipusokra megtanitott eljarasok gordiilékeny begyakorlasara 6sszpontositunk, az
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nemcsak haszontalan, hanem kifejezetten nemkivanatos eredményre vezet az adaptiv
gondolkodas szempontjabol.

Szoros 0Osszefliiggésben azzal, hogy mikortél térekedjiink a stratégia-
rugalmassag/adaptivitas fejlesztésére, adodik a kérdés, hogy a rugalmas és adaptiv stra-
tégiak hasznalatdnak eldmozditasa vajon lehetséges és értékes-e a matematikai teljesit-
mény kiillonbozo szintjeihez k6tddden, beleértve az atlagosan vagy gyengébben teljesitd
tanuldkat. Threlfall (2002, 40. o.) utal arra a gyakran hallott érvre, mely szerint ,,(mivel
csak a ‘matematikai elméjii’ gyerekek lesznek képesek megtanulni, hogyan valasszanak
helyesen, [...] az ’atlagos’ és az ’atlag alatti’ tanuldk esetében le kellene tenni a rugal-

Csak miutdn a kutatdsok meg-
gyozoen és t16bbszorésen kimu-
tatjak, hogy a reform-alapii
megkozelitesmod, amely szerint
a vdltozatos és rugalmas strate-
giahaszndlat a kivdnatos ered-
ményekre vezet (mikézben nem
eredményez szdmottevo veszte-
séget a szdmitdsok pontossdaga
és gyorsasdga terén), lesznek a
kutatok olyan helyzetben, hogy
meggyozzék az oktatdspolitika
dontéshozoit, a tandrokat és a
sziiloket. E meggyozés arra kell
irdnyuljon, hogy lehetséges és ér-
tekes dolog az adaptiv gondol-
kodlds fejlesztésere térekedni
minden életkortii és képesség-
szintii gyermek esetén, ahelyett,
hogy az adaptiv gondolkoddsra
mint valami ,csticsra’ tekinte-
nénk, amely azok szdmdra elér-
heto, akikben el6bb a rutinszerii
gondolkodds kialakult.

massagrol mint célrél”. Az érv, miszerint
célszeriitlen a rugalmassag fejlesztéséért dol-
gozni ez utdbbi csoportok esetén, tamogatas-
ra talal a kognitiv pszicholdgiai kutatasok-
ban, amelyek dokumentaltdk a munkamemo-
ria alacsonyabb kapacitasat az alacsony ma-
tematikai teljesitményt nyujtdo gyermekek-
ben. Néhany kutatasban arr6l szamolnak be,
hogy a matematikabol gyengén teljesitd
gyermekeknek altalanos nehézségeik vannak
a megoldasi stratégiak kozotti valtassal, amit
mérni lehetett a standard kognitiv feladatval-
tasos feladatokkal (cognitive shifting tasks)
(Bull, Johnston és Roy, 1999; Bull és Scerif,
2001; Mclean és Hitch, 1999). Ez alapjan a
stratégiahasznalat rugalmassaganak fejlesz-
tését célul kitlizni ezeknél a gyerekeknél cél-
szer(itlen vagy akar veszélyes is lehet. Ezt az
érvet tdmogatja szamos fejlesztdé program
eredménye is (példaul Baxter, Woodward €s
Olson, 2001; Geary, 2003; Milo és Ruijsse-
naars, 2002; Sowder, Philipp, Armstrong és
Schappelle, 1998; Woodward és Baxter,
1997; Woodward, Monroe és Baxter, 2001),
kimutatva, hogy kiilondsen a matematikabol
gyengébben teljesitd gyerekek és/vagy az
enyhén értelmi fogyatékos gyerekek tobbet
profitalnak az olyan oktatasbol, amely dont6
vagy kizarélagos figyelmet fordit a haté-
konysag (vagyis pontossag és gyorsasag) fej-
lesztésére, és amelyben a rugalmassag mint
stratégiai jellemzd csak masodlagos fontos-
sdgu. Azonban ezen eredményeknek és ko-

vetkeztetéseknek ellentmondanak azok a kutatasok, amelyek szerint nem csak a matema-
tikabdl ratermettek, hanem a gyengébben tanuldk is tobbet profitalnak a reform-alapt ok-
tatasbol (amely hangsulyos célként jeloli meg a stratégidk sokszinliségének €s rugalmas-
saganak fejlesztését), mint a hagyomanyos tipusu ,,direkt” oktatasbol (amely egy bizo-
nyos stratégia kifejlesztését tlizi ki célul) (Baroody, 1996; Bottge, 1999; Bottge, Hein-
richs, Chan és Serlin, 2001; Bottge, Heinrichs, Mehta és Hung, 2002; Cichon és Ellis,
2003; Klein, Beishuizen és Treffers, 1998; Menne, 2001; Moser Opitz, 2001; Van den
Heuvel-Panhuizen, 2001). Mivel meglehetésen nagy kiilonbségek vannak a kiilonb6z6
vizsgalatok kozott (a) a vizsgalt szamtani feladatok és megoldasi stratégiak, (b) az élet-
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kori jellemzok és a vizsgalatba bevont tanulok jellemzoi (foleg a matematikabdl gyen-
gébben teljesitok bevonasa szempontjabol), (c) a fejleszt6é program természete (milyen ti-
pusu stratégiahasznalati rugalmassagot/adaptivitast fejleszt és milyen mddon valésitja
azt meg az oktatasban) és (d) a vizsgalat eredményességének mérése (a rugalmas-
sag/adaptivitas mérése) szempontjabol, az egymasnak ellentmond6 eredmények és ko-
vetkeztetések nem meglepdek és tovabbi kutatast tesznek sziikségessé.

Figyelembe véve a tanulmanyunkban elemzett elméleti kérdéseket ugy véljik, hogy ha
a gyerekeknek olyan (csaknem algoritmikus) szabalyt tanitunk, miszerint az egyes fel-
adattipusokhoz megoldasi stratégidk kapcsolhatdk, €s szisztematikusan fejlesztjiik ket
ennek a szabalynak gordiilékeny alkalmazisara (ahogyan az emlitett flamand Nieuwe
Reken Raak modszer esetén tortént), akkor nem azt a megkdzelitésmodot kovetjik,
amely rugalmas és adaptiv gondolkodédshoz vezet abban az értelemben, ahogyan mi de-
finialtuk azt. Ez a megkozelitésmod, amelyben a rugalmassag fogalmat pusztan a feladat-
jellemzdkre épitenénk, és nem vennénk figyelembe az egyéni és a kontextualis tényezo-
ket, félrevezet6 értelmezést ad az ,,adaptivitas” fogalom lényegének. Valdjaban az adap-
tivitds magaba foglalja a személyi és belatason alapuld valasztast, amely kiillonb6zo té-
nyezOk mérlegelésén alapul: nem csak a feladattal kapcsolatos, hanem az adott személy-
lyel és a kontextussal Gsszefliggd tulajdonsagokon is. Minél nagyobb mértékben tullé-
plink azon a stratégiarugalmassag-értelmezésen, amely jol meghatarozott stratégiak fel-
adatjellemzOkhoz kapcsolasat jelenti (mint a Nieuwe Reken Raak), anndl inkabb egyet
fogunk érteni abban, hogy nincs konnyt és egyenes ttja az adaptivva valasnak, és hogy
az nem olyan dolog, amelyet képezni-tanitani lehet, hanem amit hossza tavon lehet ki-
miivelni vagy elémozditani. Vilagos, hogy amennyiben ez utobbi allaspontot kovetjiik,
nagyobb kihivast jelent az adaptivitasra torekvés, kiilondsképpen a fiatalabb és a mate-
matikabdl gyengébben teljesitd tanulok kérében. Hogy ez lehetséges és pedagdgiai szem-
pontbol értékes cél-e, annak vizsgalata nyitva all a tovabbi empirikus kutatasok el6tt.

Fontos, hogy tovabbi fejlesztd kisérletek folyjanak a rugalmassag fejlesztésére torekvo
oktatas lehet6ségérol és optimalis formajardl, kiilon dsszepontositva az ifjabb és a mate-
matikabol gyengébben teljesitd tanuldkra. Ha legfobb oktatasi célunk az lenne, hogy ro-
vid tdvon a szdmolas teriiletén minél tobbet elsajatitsanak a tanuldk (minél gyorsabban és
hibatlanul tudjanak ismerds 6sszeadasos feladatokat megoldani), akkor hatékonyabb lehet
minden szdmtani mivelethez egyetlen stratégiat tanitani, amelyet a tanulok valamennyi
adott tipust feladat esetén haszndlnanak. Esetleg olyan (csaknem algoritmikus) szabalyt
tanitani, miszerint a feladattipusokhoz megoldasi stratégidk kapcsolhatdk, és megtanitani
ennek a szabélynak a rutinszer(i alkalmazasat, mikézben eltekintiink a személyi és kon-
textualis jellemzoktol. H azonban az oktatasi célokat szélesebb értelemben és hosszabb ta-
von tekintjiik, és a stratégiai rugalmassag alatt a matematikai fogalmak és alapelvek ala-
pos megértését, a mintazatok felismerésének készségét, valamint megfelelé6 meggy6z6dé-
sek, attitlidok és érzelmek kialakulasat értjiik a matematika és a matematika tanitasa-tanu-
lasa iranyaban, akkor mas kovetkeztetésre jutunk. Ebben az esetben inkabb a kevésbé a
rutinra alapozé oktatas tlinik megfelelonek a fiatalabb és matematikabol gyengébb tanu-
16k szamara is. Vagyis az a kérdés, hogy milyen oktatasi elképzelések a legjobbak a tanu-
16k és kiilonosen a matematikabdl nehézségekkel kiiszkodok szamara, nem tisztan empi-
rikus probléma, hanem jelent6s mértékben attdl az értékrendszertdl fligg, amelyek viszo-
nyulasunkat a matematikai neveléshez meghatarozzak. E kérdés etikai dimenzidkat is
érint: Igazsdgos-e az, ha a hagyomanyos kritériumok szerint atlagosnak vagy gyengébb
képességlinek bizonyul6 tanulok olyan matematikaoktatdsban részesiilnek, amelyek intel-
lektualis szempontbol kevésbé izgalmasak (Greer, személyes kozlés)?
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Kovetkeztetés

Ebben a tanulmanyban az ellen érveltiink, hogy minden életkorti és minden képesség-
szintli gyerek szamara az lenne a legértékesebb oktatds, amelyben a gyerekek allandé
sulykolast (drill) és gyakorlast kapnak azért, hogy csaknem algoritmikus technikat tanul-
janak a leghatékonyabb eljaras kivalasztasara, amellyel adott feladattipus megoldhato.
Ehelyett mi azt az oktatdsi megkozelitésmodot timogatjuk, amelyben elésegitjiik, hogy a
gyerekekben kialakuljanak sajat preferenciaik, amikor is a stratégia valasztasa a feladat,
az egyén és a kontextus jellemzdire reflektalva fejlddik. Tudomasul vessziik ugyanakkor,
hogy ez az ambicidzus szand€k, amellyel az adaptiv gondolkodas fejlesztésére és az ah-
hoz vezetd optimalis Ut leirasara toreksziink, még talsagosan ,retorikai” természetii: in-
kabb anekdotikus bizonyitékainak vannak, til kevés meggy6z6 adat szarmazik empirikus
kutatasbol. Ha eldbbre szeretnénk jutni a jelenség elméleti megértésében és a stratégiai ru-
galmassag gyakorlati fejlesztésében a matematikabdl gyengén teljesité gyerekek elemi
aritmetikajanak teriiletén, nagy sziikség van tovabbi folyamatos kutatdi er6feszitésekre,
kiilondsen a tobbféle képességszintii gyerekeket magaban foglald kisérletek tervezésében.

Csak miutan a kutatasok meggy6z6en és tobbszordsen kimutatjak, hogy a reform-ala-
pu megkozelitésmdd, amely szerint a valtozatos és rugalmas stratégiahasznalat a kivana-
tos eredményekre vezet (mikozben nem eredményez szamottevd veszteséget a szamita-
sok pontossaga és gyorsasaga terén), lesznek a kutatdk olyan helyzetben, hogy meggy6z-
7€k az oktataspolitika dontéshozdit, a tanarokat és a sziiloket. E meggy6zés arra kell ira-
nyuljon, hogy lehetséges ¢és értékes dolog az adaptiv gondolkodas fejlesztésére toreked-
ni minden életkoru és képességszintii gyermek esetén, ahelyett, hogy az adaptiv gondol-
kodasra mint valami ,,csticsra” tekintenénk, amely azok szdmara elérhet6, akikben elébb
a rutinszer(i gondolkodas kialakult.

Jegyzet

(1) Az egyszerliség kedvéért egymas szinonimaiként
hasznaljuk a rugalmassag és adaptivitas fogalmat,
amint azt mashol kifejtettiik (Verschaffel, Torbeyns
és Van Dooren, kozlésre benyujtva), bar néhany
szerz (csekély) kiilonbséget tesz koztiik.

(2) A 1010 (,tiz-tiz”) eljaras azt jelenti, hogy lev-
agjuk a tizeseket mindkét egész szamban, és kiilon
kezeljilk azokat (pl. 47+15=; 40+10=50; 7+5=12;
50+12=62). Ezzel szemben a G10 eljaras alka-
Imazasa azt kivanja a gyerektdl, hogy a masodik
szam tizeseit és egyeseit az egészében megtartott elsd
szamhoz adja hozza (vagy vonja ki bel6le) (pl.
47+15=; 47+10=57; 57+5=62).

(3) Az ilyen elemzésben szamos tanuld altal
megoldott kiilonbozé tipusu feladatok adatainak

empirikus elemzése és a feladatjellemzok tisztan
elméleti vizsgalata valdésul meg, vagy a kétféle
elemzés kombinacidja.

(4) Valdjaban a valasztas mechanizmusa ennél kissé
kifinomultabb, mivel a rendszer dijazza az ujonnan
felfedezett stratégiak ,,0jdonsagértékét”, amiely
noveli annak esélyét, hogy egy (j stratégiat probal
hasznalni a kovetkezokben (filiggetleniil annak
sebességétol €s pontossagatol). Ezt Ggy interpretal-
hatjuk, mint a kontextus szamitégépes modellbe
épitésének (elsd) kisérletét.
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